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NOME:

Instrucoes:
Resolva seis das nove questoes abaixo.
A prova deve ser entregue até 17:00.
Nao é permitido o uso de calculadoras e telefones celulares.
Justifique rigorosamente cada resposta.
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Questoes:

. Dadas as equagoes normais AT Az = ATb e uma norma matricial || - || induzida por uma norma
vetorial || - ||, encontre um limitante superior para o erro relativo da solugao do sistema perturbado

AT A(x + o) = ATb + b
em termos do erro relativo do lado direito do sistema.

. Sejam zg < 1 < ...z € [a,b] €

LT —x; ,
H —-, 0<is<n,
= J

7&

os polinomios de Lagrange de grau n associados a estes pontos. Prove que lo(x)+11(x)+. ..+, (z) = 1.
~ ~ 1 ~ ~
. Sejam Io(f) = wof(xo) e I(f) = / f(z)(1 4 x) dz. Encontre zq e wy tais que Iy(p) = I(p) Vp € Py,
-1
sendo IP, o espaco dos polinomios de grau < n.

. Seja f : IR — IR uma funcao de classe C* e h > 0.

(a) Escreva, em termos das fungoes de interpolacao de Lagrange, o polinomio p de grau 2 que
interpola de f nos pontos zog = —h, x1 =0 e x5 = h.
(b) Encontre w;, i =0, 1,2, tais que
h
/w f(x) dz = wo f(x0) + w1 f(x1) + w2 f(22) (1)
se f for um polindomio de grau menor ou igual a 2.

(¢) Generalize (1) mostrando que existe C' > 0 tal que
‘/ ) dx — (wo f(2o) + w1 f(21) + w2f($2))| < Ch'.

. Dado um niumero natural n, sejam f(z) = 2**, {qo,...,¢.} a base do espaco IP, definida por
gi(z)=12'i=0,...,n, eseja f,(z) = apqo(x) + ... + angn(z) a solu¢ao do problema

1f = fallw < If =Pl VPP lully = (w,u)w, (u,0)= /0 u(z)v(z)e dr.

Os coeficientes ao, ..., a, podem ser obtidos pela solucao de um sistema linear Ax = b, em que
x = [ag,a1,...,a,]". Encontre os coeficientes A; ; da matriz A e os coeficientes b; do vetor b deste
sistema linear.



6. Seja A € IR™*" tal que P = diag(A) é inversivel. Mostre que se o método de Jacobi
Pz — (P — A)z® 4+ p

é convergente para qualquer (¥ € IR, e se 0 < w < 1, entdao o método JOR

Pi=(P—A)z®™ +b
) = Wi + (1 — w)z®

também ¢é convergente para qualquer z(© € R™.

7. Seja A € R™" tal que A = (1 4+ w)P — (N + wP), sendo que P~'N é ndo-singular e P~' N possui
autovalores \;, i=1...n, 1 > X\ > Xy > --- > \,. Considere o método iterativo

(1 4+ w)Px* ) = (N +wP)x® + b, k> 0. (2)

(a) Encontre B e v tais que o método iterativo x**1) = Bx(*) + v seja equivalente ao método (2),
e mostre que a solucao = do sistema linear Ax = b satisfaz x = Bx + v.

(b) Para quais valores de w € IR o método iterativo (2) converge para a solugao do sistema linear
Ax = b independentemente do vetor inicial x(© € R"?

8. As equagoes que definem o método de gradientes conjugados sao
2D = ) 4 g p®), (3)

P = ) @

sendo r® = b — Az® e p(® = 1) Deduza as férmulas para os coeficientes oy, e 35, observando que
2*+1) minimiza o funcional ®(v) = (1/2)vT Av —v"b no conjunto {v = 2* +ap®™} e que as direces
p @ pM . sdao A-conjugadas.

9. Mostre que a solugao das equagoes normais AT Ax = ATb minimiza o funcional J(v) = ||b — Av||s.

BOA PROVA!



