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Exame de qualificação de Análise em Rn

• Data e horário: 28/08/2020 - 14h00mim

• Banca examinadora:

1. Ademir Alves Ribeiro

2. Fernando de Ávila Silva
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4. Deverá ser enviado um único arquivo com as resoluções das questões escolhidas, na
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Questões do Grupo 1:

(1a) (20 pontos) Considere 〈·, ·〉 um produto interno arbitrário em Rn e ‖ · ‖ a norma induzida

por este produto interno. Sejam K,F ⊂ Rn conjuntos convexos, com K compacto e F

fechado. Mostre que se K ∩ F = ∅, então existem u ∈ Rn unitário e α < β ∈ R tais que

a faixa S = {x ∈ Rn | α ≤ 〈u, x〉 ≤ β} separa os conjuntos K e F , isto é, 〈u, x〉 ≤ α para

todo x ∈ K e 〈u, x〉 ≥ β para todo x ∈ F .

(1b) (20 pontos) Seja f : Rn → Rm cont́ınua. Mostre que lim
‖x‖→∞

‖f(x)‖ = ∞ se, e somente

se, f−1(K) é compacto para todo conjunto compacto K ⊂ Rm. Mostre que uma função

satisfazendo estas condições é uma aplicação fechada.



(1c) (20 pontos) Sejam B = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} e a ∈ int(B) − {0}. Considere f : Rn → Rn

definida por f(x) = (1− ‖x‖)a+ x.

(i) Mostre que f é injetiva, que f(B) ⊂ B e que f(Rn −B) ⊂ Rn −B.

(ii) Dado y ∈ Rn − {a}, mostre que existe γ > 0 tal que

‖(1− γ)a+ γy‖ = 1. (1)

Definindo x =

(
1

γ
− 1

)
a+ y, mostre que f(x) = y e que γ satisfazendo (1) é único.

(iii) Mostre que f é um homeomorfismo.

Questões do Grupo 2:

(2a) (20 pontos) Seja f : Rn → Rn diferenciável e suponha que para algum b ∈ Rn o conjunto

f−1(b) possui um ponto de acumulação a ∈ Rn. Mostre que f ′(a) : Rn → Rn não é

sobrejetiva. Apresente exemplo de uma bijeção f : R2 → R2, de classe C∞, tal que f ′(x)

tem posto 1 para uma infinidade não enumerável de pontos.

(2b) (20 pontos) Seja f : Rn → Rm diferenciável no ponto a ∈ Rn.

(i) Mostre que existem δ,M > 0 tais que ‖f(x) − f(a)‖ ≤ M‖x − a‖ para todo x ∈
B(a, δ).

(ii) Existem δ,M > 0 tais que ‖f(x)− f(y)‖ ≤M‖x− y‖ para todos x, y ∈ B(a, δ)?

(2c) (20 pontos) Considere ‖ · ‖ a norma Euclidiana em R3, escalares a > b > c > 0 e o

elipsóide E =

{
x ∈ R3 | x

2
1

a2
+
x22
b2

+
x23
c2

= 1

}
.

(i) Justifique a existência, sem calcular ainda, de um ponto x∗ ∈ E mais próximo da

origem do que todos os outros pontos de E e de x̃ ∈ E mais distante da origem do

que todos os outros pontos de E.

(ii) Definindo f, h : R3 → R por f(x) = ‖x‖2 e h(x) =
x21
a2

+
x22
b2

+
x23
c2
− 1, justifique a

existência de λ∗, λ̃ ∈ R tais que (x∗, λ∗) e (x̃, λ̃) são soluções do sistema{
∇f(x) = λ∇h(x)

h(x) = 0,
(2)

que tem 4 equações e 4 incógnitas.

(iii) Encontre todas as soluções do sistema (2) e classifique cada uma, dizendo se é minimi-

zador (local/global) ou maximizador (local/global) da função f restrita ao elipsóide

E, ou ainda se tal solução não é nem minimizador nem maximizador.



Questões do Grupo 3:

(3a) (20 pontos) Considere escalares ai, bi ∈ R tais que ai < bi para cada i = 1, . . . , n, o bloco

A = [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂ Rn e uma função limitada f : A → R. Denote o gráfico de

f por G = {(x, y) ∈ Rn+1 | x ∈ A, y = f(x)}.

(i) Mostre que se f é integrável, então vol(G) = 0.

(ii) Apresente uma função f : [0, 1]→ [0, 1], limitada e não integrável, cujo gráfico tem

volume zero.

(3b) (20 pontos) Considere escalares ai, bi ∈ R tais que ai < bi para cada i = 1, . . . , n, o bloco

A = [a1, b1] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn e uma função limitada f : A → R. Denote por ω(x) a

oscilação de f no ponto x ∈ A e Eγ = {x ∈ A | ω(x) ≥ γ}.

(i) Mostre que para todo γ > 0, o conjunto Eγ é compacto.

(ii) Mostre que f é integrável se, e somente se, vol(Eγ) = 0 para todo γ > 0.

Boa Prova


