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A prova tem uma duragao de 03h45min e vale 100 pontos;

Justifique todas as suas respostas;

. As questoes estao propostas em 3 grupos. Deverao ser resolvidas exatamente 5

questoes, sendo pelo menos uma questao de cada grupo;

Devera ser enviado um tnico arquivo com as resolucoes das questoes escolhidas, na
mesma ordem em que estao propostas. O arquivo deve ser em formato pdf, nomeado

como Qualificacao_Analise_Nome.pdf;

A resolucao da prova deverd ser enviada para os seguintes e-mails:
ademir.ribeiroQufpr.br
fernando.avilaQufpr.br

clebermedeira@ufpr.br

Questoes do Grupo 1:

(1a) (20 pontos) Considere (-, -) um produto interno arbitrario em R" e || - || a norma induzida

(1b)

por este produto interno. Sejam K, F' C R"™ conjuntos convexos, com K compacto e F

fechado. Mostre que se K N F = (), entao existem u € R™ unitdrio e a < 3 € R tais que

a faixa S = {x € R" | a < (u,x) < [} separa os conjuntos K e F, isto ¢, (u,x) < a para
todo x € K e (u,z) > ( para todo = € F.

(20 pontos) Seja f : R — R™ continua. Mostre que | ll}m | f(x)|| = oo se, e somente
T||—00

se, f1(K) é compacto para todo conjunto compacto K C R™. Mostre que uma funcao

satisfazendo estas condicoes é uma aplicacao fechada.



(1c) (20 pontos) Sejam B = {x € R" | ||z|| < 1} e a € int(B) — {0}. Considere f : R — R"
definida por f(x) = (1 — ||z|)a + =.

(1) Mostre que f é injetiva, que f(B) C B e que f(R" — B) C R" — B.
(17) Dado y € R™ — {a}, mostre que existe v > 0 tal que

[(1=v)a+yy| =1 (1)

1
Definindo = = <— - 1) a+ 1y, mostre que f(x) =y e que 7y satisfazendo (1) é tnico.
v

(73i) Mostre que f é um homeomorfismo.
Questoes do Grupo 2:

(2a) (20 pontos) Seja f : R™ — R™ diferencidvel e suponha que para algum b € R"™ o conjunto
f74(b) possui um ponto de acumulagao a € R". Mostre que f'(a) : R® — R" nao ¢é
sobrejetiva. Apresente exemplo de uma bijecao f : R? — R? de classe C*, tal que f’(z)

tem posto 1 para uma infinidade nao enumeravel de pontos.
(2b) (20 pontos) Seja f : R™ — R™ diferencidvel no ponto a € R™.

(1) Mostre que existem 0, M > 0 tais que || f(z) — f(a)|| < M|z — a| para todo z €
B(a, ).

(17) Existem 0, M > 0 tais que || f(z) — f(y)|| < M||x — y|| para todos z,y € B(a,d)?

(2c) (20 pontos) Considere || - || a norma Euclidiana em R?, escalares a > b > ¢ > 0 e o
22 2
elipséideE:{xeR?)\ ;+%+——1}

(1) Justifique a existéncia, sem calcular ainda, de um ponto z* € E mais préximo da
origem do que todos os outros pontos de F e de & € E mais distante da origem do
que todos os outros pontos de E.

22 a2
$1

(#1) Definindo f,h : R® — R por f(z) = ||z[* e h(z) = = + ﬁ +t - 1, justifique a

existéncia de A*, X € R tais que (z*, \*) e (&, \) sdo solug:oes do 51stema

Vf(z) = AVh(x)
h(z) =0,

que tem 4 equacgoes e 4 incégnitas.

(77i) Encontre todas as solugbes do sistema (2) e classifique cada uma, dizendo se é minimi-
zador (local/global) ou maximizador (local/global) da funcao f restrita ao elipséide

E ou ainda se tal solugao nao é nem minimizador nem maximizador.



Questoes do Grupo 3:

(3a) (20 pontos) Considere escalares a;,b; € R tais que a; < b; para cada i = 1,...,n, o bloco
A =lay, 1] X -+ X [a,, b,] C R™ e uma funcao limitada f : A — R. Denote o gréfico de
fporG={(z,y) eR"™ |z e A y=f(x)}

(i) Mostre que se f ¢ integravel, entao vol(G) = 0.
(i1) Apresente uma fungao f : [0,1] — [0, 1], limitada e nao integravel, cujo grafico tem

volume zero.

(3b) (20 pontos) Considere escalares a;, b; € R tais que a; < b; para cada i = 1,...,n, o bloco
A = [ay,by] X -+ X [ay,b,] C R™ e uma fungao limitada f : A — R. Denote por w(z) a
oscilacdo de f no pontoz € Ae E, ={r € A|w(z) >~}

(¢) Mostre que para todo v > 0, o conjunto E. é compacto.

(i1) Mostre que f ¢ integravel se, e somente se, vol(E,) = 0 para todo v > 0.
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