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Aluno:

Instrucoes:
e Escolha e resolva apenas trés questoes da Parte 1.
e Escolha apenas uma das questoes dissertativas da Parte 2.

e No final da prova tem algumas férmulas que vocé pode precisar.
Exame de Qualificacao
PARTE 1

1. O objetivo desta questao é determinar uma solugao para o problema do calor em uma

barra infinita com conveccao e coeficiente de difusao varidvel com o tempo:

(P) = uy = gy + Bug +w(z, t), (z,t) € R x (0,+00)
. u(z,0) = f(z), z €R,

onde «, 8 € R.

Para isso primeiro trataremos do problema homogéneo (w(x,t) = 0), em seguida aplica-

remos o principio de Duhamel. Siga o seguinte o roteiro:

(a) Use a transformada de Fourier para determinar uma candidata a solugdo para o

problema homogéneo

(By) = Uy = gy + By, (z,t) € R x (0,+00)
M u(z,0) = f(z), z € R.

(b) Prove que a candidata a solucao de (Py), obtida no item anterior, é de fato solucao,
isto ¢, satisfaz a EDP (P) e a condi¢ao inicial u(x,0) = f(x). Deixe claro quais sao

as hipdteses sob f e 5.

(c) Escreva a solugao de (P) como sendo a soma de uma solu¢do de um problema ho-

mogéneo mais uma solucdao com dados iniciais nulos.
(d) Determine u(z,t) solugao de (P).
2. (a) Mostre que L?(9), com Q C R?, é um espaco vetorial normado e completo com respeito
a norma | f|, = fQ]f(:U)de. Conclua que L?(2) é um espaco de Hilbert.

(b) Caracterize os elementos do espaco dual (topolégico) de L?().



3. Nos itens abaixo, decida se a afirmacao feita acerca de convergéncias de sequéncias nos

espacos LP(R), com 1 < p < oo, é Verdadeira ou Falsa e justifique.

(a) Se f, = —T X[, €Dta0 f, converge uniformemente para f = 0.
npe

1
(b) Se f, = T Xjo.,y €Dta0 f, converge em medida para f = 0.

npe
(c) Se f, = nX1 2, entdao f, converge q.t.p. para f = 0.
(d) Se f, =nx | entdo f, converge em norma para f = 0.

2
n
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4. Sejam X, Y espacos de Banach e B(X,Y") o espago dos operadores lineares limitados. Use
o roteiro que segue para mostrar que os elementos sobrejetores de B(X,Y) formam um

subconjunto aberto neste espaco.
Notagao: os elementos indicados por x; e y; pertencem a X eY , respectivamente; Bx(0;7)

representa a bota fechada em X de centro 0 e raio r.

(a) Se T € B(X,Y) é sobrejetor, mostre que existe C' > 0 de forma que para todo
lly1]] < 1, existe 1 com Txy = y; e ||z1]| < C|ly1]|. (Dica: Use o Teorema da
Aplicacao Aberta.)

(b) Seja S € B(X,Y), com ||T — S|| < 1/(2C). Mostre que:

i. Se yo = (T — S)x1, entao |ly2f < 1/2.

ii. Existe ||z2] < C/2 com Txs = ys.

iii. Se y3 = (T'— S)x2, entdo [ys| < 1/22.
(c¢) Usando inducao, encontre:

s < 5.
Tx; =vyj,
yjr1 = (T' = S)z;.

Mostre que ||y;+1] < 1/27.
) Verifique que y1 = S(z1 + -+ + ;) + yj41.
) Mostre que z = 372, x; estd bem definida e que [|z[| < 2C.
f) Mostre que y; = S, dai conclua que By (0;1) C S(Bx(0;2C)).
)

Conclua que S é uma aplicagao aberta. Consequentemente, segue o resultado pro-

posto.



PARTE 2

. Discorra sobre a Desigualdade de Poincaré e suas consequéncias em Wol’p (I),onde I C R

el <p<oo.
. Discorra sobre as versoes do Teorema de Hahn-Banach e apresente algumas aplicagoes.

. Discorra sobre os conceitos de convergéncia forte, convergéncia fraca, reflexibilidade e

compacidade em espagos de Banach.

Vocé pode precisar:

(c) SeyeRe fy(z) = f(x —y), x € R, entao (f,) (k) = e‘ikyf(k:).
(d) Niicleo do calor para a equacdo u; = auUgy:
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G(z,t) = 412@—4a2t
Tact



