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RESUMO

O objetivo desta dissertagio é propor uma definicdo para o Indice de Mas-
lov, onde consideramos o contexto de um espago vetorial split, isto €, um espago
vetorial munido de uma forma bilinear simétrica split, ao invés de um espago
vetorial simplético. Para tanto, primeiramente apresentamos alguns resultados
fundamentais sobre os espagos vetoriais split, com o intuito de generalizar o con-
ceito e propriedades de subespacos isotrépicos maximais. Uma vez apresentada
tal definicao, somos capazes de introduzir, a chamada, Grassmanniana Lagran-
giana relativa a um espacgo vetorial split, que consiste do conjunto de todos os
subespacos isotropicos maximais, e como feito no caso simplético, mostraremos
que tal conjunto possui uma estrutura de variedade homogénea, entre outras pro-
priedades. Por fim, propomos uma definicdo para o Indice de Maslov para curvas
continuas sobre essa nova Grassmanniana Lagrangiana. E por consequéncia se-
remos capazes de propor uma defini¢iio para Indice de Maslov relativo a uma

estrutura de Cartan-Dirac.

Palavras-chave: Grassmanniana Lagrangiana; Indice de Maslov; Estrutura de

Cartan-Dirac.



ABSTRACT

The aim of this dissertation is to propose a definition for the Maslov In-
dex, where we consider the context of a split vector space, that is, a vector space
provided with a symmetrical bilinear form that is split , rather than a symplectic
vector space. Therefore, we first present some fundamental results about split
vector spaces, in order to generalize the concept and properties of maximal iso-
tropic subspaces. Once this definition is presented, we introduce the set of all
maximal isotropic subspaces, called Lagrangian Grassmannian, and as done in
the symplectic case, we will show that this set has a structure of homogenous ma-
nifold, among other properties. Finally, we propose a definition for the Maslov
Index for continuous curves on this new Lagrangian Grassmannian. And finally
we will be able to propose a definition for Maslov Index relative to a Cartan-Dirac
structure.

Keywords: Lagrangian Grassmannian; Maslov Index; Cartan-Dirac structure.
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INTRODUCAO

A célebre Teoria de Morse tem se mostrado de grande interesse e utilidade hd décadas.
Um dos pontos fundamentais desta teoria € o estudo de pontos conjugados ao longo das geodé-
sicas em uma variedade Riemanniana. Podemos entdo nos perguntar uma maneira de estender
esse maquindrio para geodésicas em variedades semi-riemannianas. Uma dessas formas de

generalizacdo é dada através do estudo do chamado Indice de Maslov.

Sabemos que o espaco vetorial R?” possui uma forma simplética canonica, isto €, uma
forma bilinear anti-simétrica e ndo-degenerada. Em coordenadas, podemos expressar tal forma
porw = ) _.dx; A dy;. Dado um subespago vetorial L, dizemos que 0 mesmo € isotrépico se
wl;.; = 0. Dizemos também que L ¢é Lagrangiano quando for isotrépico maximal, isto &,
ndo propriamente contido em qualquer espaco isotropico. O conjunto de todos os subespagos

Lagrangianos é chamado de Grassmanniana Lagrangiana e é denotado por A(2n).

Grosso modo, o indice de Maslov € um invariante homolégico com valores nos inteiros
sobre os caminhos continuos sobre a Grassmanniana Lagrangiana. Uma das propriedades mais
interessantes € o fato de o mesmo poder ser estudado do ponto de vista da teoria de transver-
salidade. De maneira mais precisa, seja Ly um Lagrangiano e considere A='(Ly) o conjunto
de todos os Lagrangianos que intersectam L, em um subespaco com dimensao maior que 1;
entdo, de certa forma, o Indice de Maslov de uma curva em A pode ser visto como 0 nimero

de interse¢des desta com A=1(Ly).

Identificando o espago R™ com o seu dual via o produto interno candnico, podemos iden-
tificar R?" com o espaco R" & R"™*, e fazendo essa identificagiio temos que a forma simplética
w é dada pela expressao, w(X + &, Y +n) =n(X) —&(Y),onde X + &, Y +n € R @ R"".
Considerando o contexto da Geometria Generalizada e Estruturas de Dirac, observamos que a
forma bilinear simétrica (-, -), dada por (X + &, Y +n) = n(X) + £(Y), apresenta um papel
fundamental nessas teorias, entdo € natural se perguntar, se podemos generalizar a teoria sobre

Indice de Maslov substituindo w por (-, -).

Da mesma forma que definimos subespagos isotropicos maximais para w, podemos de-
finir para (-, -), e igualmente podemos introduzir uma Grassmanniana Lagrangiana relativa ao
pareamento simétrico. E conhecido que muitas propriedades da Grassmanniana Lagrangiana
simplética sdo generalizadas para a Grassamanniana Lagrangiana simétrica, como o fato de
possuir uma estrutura de subvariedade mergulhada da variedade Grassmanniana e apresentar

uma estrutura de variedade homogénea, e ao longo dessa dissertagdo vamos apresentar de forma



10 Introducdo

detalhada essa generalizacdo. E entdo utilizaremos a teoria desenvolvida para, no capitulo 4,
propor uma defini¢io de Indice de Maslov para esse contexto, € vamos mostrar que este novo
indice ainda pode ser estudado de um ponto de vista de transversalidade, de modo similar ao
contexto simplético. Por fim no Capitulo 5, vamos introduzir o conceito de Indice de Maslov

relacionado a uma estrutura de Cartan-Dirac.
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Capitulo 1

MOTIVACAO: INDICE DE MASLOV NO CASO
SIMPLETICO

As principais referéncias para a defini¢iio e estudo do Indice de Maslov sdo [8] e [6],

para generalidades sobre variedades, grupos de Lie e acdo de Grupos indicamos [3].

Grassmanniana Lagrangiana

Considere R?" com coordenadas (11, ..., Zp,, Y1, ..., Y ) €ntd0 obtemos uma forma bili-
near w neste espago fazendo:

w = Zd% A dy;.

E facil de verificar que w € anti-simétrica e ndo degenerada, uma forma bilinear satisfazendo
estas propriedades é chamada de forma simplética e um espaco vetorial real de dimensao finita
munido de uma forma simplética € chamado de espago vetorial simplético, portanto temos que

(R?",w) é um espago vetorial simplético.

Note que o fato de w ser ndo degenerada nio garante que para todo subespago L C R?"
vamos ter que w|; ., : L x L — R éndo degenerada. De fato, fazendo L = R"@® {0} temos que
w|; ., = 0. Quando um subespaco L satisfaz w|, , , = 0 dizemos que o espago L ¢ isotropico,
e se ndo existe outro L' isotropico tal que L & L' dizemos que L é isotrépico maximal ou

Lagrangiano, temos a seguinte caracterizagao dos subespacos Lagrangianos.

Lema 1.1. Seja L C R?". Entdo sdo equivalentes:

e [ é isotropico maximal;
o /= LL’.
e L éisotropico e dim(L) = n.

Onde I+ = {v eV |w(v,w)=0Vw e L}.
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Segundo essa caracterizacao alguns exemplos triviais de espacos lagrangianos sao:

Exemplo 1.2. Exemplos de Subespagos Lagrangianos.

e R"® {0},
e {0} ®R™;

o Gr(T) ={(v,Tv) | v € R"}, para toda aplicagdo T : R™ — R™ simétrica.

O conjunto de todos os subespacos Lagrangianos é chamado de Grassmanniana Lagran-
giana e é denotado por A(2n), o objetivo dessa se¢do serd estudar as propriedades de A. Uma
das formas de fazer isso € estudando as propriedades de w, e uma das propriedades mais interes-
santes desta forma simplética € que ela se relaciona muito bem com o produto interno candnico
de R?", denotado aqui por g. Esta relacdo ¢ dada da seguinte forma: Seja .J : R?® — R?" a

aplicacdo linear dada por J(x,y) = (—y, x), entdo temos que:

g(-) =w(J, ). 1.1)

Mais do que isto, uma vez que identificamos canonicamente R?" com C" temos que a forma
simplética w também se relaciona de forma interessante com o produto Hermitiano candnico
de C™, denotado por gc, e esta relagao é dada por:

gc = g — iw. (1.2)

Portanto € claro que para estudar a forma simplética podemos estudar g, gc e suas relagdes com
w. Uma forma de fazer isto € analisar os grupos de isomorfismos lineares que preservam estas
estruturas, ou seja, o grupo das aplicacdes ortogonais O (2n) e o grupo das aplica¢des unitdrias
U (n), onde vemos GL (n,C) C GL (2n,R) via o morfismo:

A —B
A+1iB — )
+1 (B A>

Baseado nestas ideias, podemos também definir o grupo de isomorfismos lineares que

preservam w, em outras palavra definimos:
Sp(2n) ={T € GL (2n,R) : w(T-,T-) =w(-,-)}.

Chamamos este grupo de Grupo Simplético. Observe que as equacdes (1.1) e (1.2) fornecem
um indicativo que existe uma relagcdo entre os grupos simplético, ortogonal e unitério, esta
relacdo € dada pelo seguinte Teorema:
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Teorema 1.3. Sp (2n) N O (2n) = Sp (2n) N GL (n,C) = O (2n) N GL (n,C) = U (n).

Agora vamos mostrar que o Grupo Simplético age na Grassmanniana Lagrangiana e
portanto proporciona uma poderosa ferramenta para o estudo do espaco A. Para tanto seja
T € Sp(2n) e L € A, note que como T preserva a forma simplética 7'(L) € um subespaco
isotrépico de R*", mas como T é isomorfismo dim(T'(L)) é n, portanto T'(L) é um subespago
Lagrangiano assim obtemos uma acao Grupo Simplético na Grassmanniana Lagrangiana dada
por:

Sp (2n) xA — A
(T, L) — T(L).

O Teorema 1.3 nés diz que U (n) C Sp (2n), portanto temos que a a¢do de Sp (2n) em
A se restringe a uma agdo de U (n) em A e esta agdo nds permite ver A como uma variedade

homogénea.

Teorema 1.4. A acdo de U (n) em A é transitiva e o subgrupo estabilizador desta agdo é dado
por O (n). Portanto existe uma bije¢do entre U (n) /O (n) e A, induzindo uma estrutura de

variedade suave de dimensdo in(n + 1) em A.

Demonstragdo. Para mostrar que a agao é transitiva sejam Ly, Ly em A entdo podemos tomar
bases g-ortonormais {b;}7_, e {0} }7_, para L; e L, respectivamente. Pela equagio 1.2 temos

que:
gc(bi, bj) = g(bi, b))

Logo as bases {b;}7_;, {b; }]_, podem ser vistas como bases complexas gc-ortonormais
para C", portanto definindo o operador linear U (b;) = b} temos de forma imediata que U €
U (n). Considerando a decomposi¢do U = A + iB, com A, B € M,,,,(R), e definido:

T:A_B,
B A

temos que 7" € Sp (2n) e T(L;) = Ly. Provamos assim que U (n) age de forma transitiva
na Grassmanniana Lagrangiana. Agora para calcular o subgrupo estabilizador defina L, =
R" & {0}, assim:
Stb(Ly) ={A+iBe€U(n) : B=0}
=0(n).
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Onde este isomorfismo é dado por:

O (n) — Stb(Ly)
A— A440.

Concluindo assim a demostracao. |

Agora considere um subespago Lagrangiano Ly C R*" fixo. Paracada k = 0,...,n

definimos o seguinte subconjunto de A:
A*(Lo) ={L € A : dim(L N L) = k}.
Dois fatos ndo trivial sobre os conjuntos A*(Lg) sdo que:
Teorema 1.5. O conjunto A°(Ly) é um aberto de A difeomorfo a R2""+D),

Teorema 1.6. Para cada k = 1, ...,n, o subconjunto A*(Ly) é uma subvariedade mergulhada

de N com codimensdo %k(k + 1), e 0 seu espago tangente é dado por:
Ty A"(Lo) = {B € Bsym(L) : Bl =0},

para cada L € N*(Ly).

Agora focamos nossas atengdes no conjunto A'(Lg). Pelo Teorema anterior temos que
este é uma subvariedade de A com codimensao 1 e a principal propriedade desta subvariedade
€ que ela possui uma orientacdo transversal em A. Lembrando que se M é uma variedade suave
e N é uma subvariedade, uma orientacao transversal de N em M € uma escolha de orientacdo
para o espago quociente 7,M /T,,N que depende continuamente de p € N.

Note que como a codimensio de A'(Lg) em A é 1, uma orientagdo transversal € equiva-
lente a um campo vetorial X : A*(Lg) — TA tal que X, ¢ Ty A'(Lo) paracada L € A'(Ly).
De forma grosseira, a existéncia desse campo nos diz que a subvariedade A'(Lg) tem "dois
lados" em A, e assim nds permite definir o conceito de interse¢ao positiva ou negativa de uma
curva com A'(Ly), e a existéncia dessa orientacdo transversal serd crucial para definir o Indice
de Maslov.

Observacao 1.7. Considere V um espaco vetorial real de dimensdo 2n munido de uma forma
bilinear simplética w. Sabemos que existe um isomorfismo linear ® : V. — R?" tal que
w(+,+) = wo(P-, ), onde wy é a forma bilinear canénica de R*". Esse isomorfismo induz
de forma evidente uma bijecdo entre a Grassmanniana Lagrangiana A(V,w) de (V,w) e a
Grassmanniana Lagrangiana de (R*",wy), portanto toda a discussdo realizada nesta segéo

pode ser estendida/adaptada para A(V,w).
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Indice de Maslov

Nesta secdo vamos introduzir o Indice de Maslov (relativo a um subespaco Lagrangiano
Ly fixo) de uma curva na Grassmanniana Lagrangiana A de um espaco simplético (V, w). Como
dito anteriormente este indice € um invariante homol6gico com valores nos inteiros, portanto
o primeiro passo para defini-lo serd estudar a homologia de A, mais precisamente a homo-
logia relativa 2 A°(L). Para tanto comegamos estudando o grupo fundamental de A, e para
isso utilizamos fortemente o fato que a Grassmanniana Lagrangiana é difeomorfa a variedade
homogénea U (n) /O (n).

Para tanto considere o seguinte homomorfismo de Lie:
d = det® : U(n) — S,

onde S' C C. Vejaque se A € O(n) C U(n) entdo det(A) = +1, portanto O (n) C Ker(d).
Segue que d induz uma aplicacao:

d:U(n)/O(n) — S, (1.3)
dado por d(A - O (n)) = det*(A). Entdo temos o seguinte:

Proposicio 1.8. O grupo fundamental da Grassmanniana Lagrangiana A ~ U (n) /O (n) é

ciclico infinito. Mais explicitamente a aplicac¢do (1.3) induz um isomorfismo:
d, :m (U(n) /O (n)) = m(Sh).

Demonstragdo. Primeiramente note que o mapa d : U (n) /O (n) — S' é uma fibragio su-
ave com fibra tipica Ker(d)/O (n). Nosso objetivo vai ser estudar o grupo fundamental de
U (n) /O (n) via a sequéncia exata de homotopia da fibracio d, para isto precisamos estudar
a fibra Ker(d)/O (n). Para tanto, considere a a¢do por translacdo a esquerda de SU (n) em
Ker(d)/O (n), isto é, a acdo dada por:

SU (n) x Ker(d)/O (n) — Ker(d)/O (n)
(T,A-O(n))— (TA)-O(n).

Seja A € Ker(d), entdo defina O € O (n) por:
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onde o = det(A), assim OA* € SU (n) e OA*- (A-O (n)) = Id - O (n). Portanto essa agdo
¢ transitiva. Ainda mais, note que o estabilizador do elemento /d - O (n) é dado por:

Stb(Id-O(n))={T'€SU(n) : T-O(n)=1d-0(n)}
=SU(n)NO(n)
=S50 (n).

Portanto obtemos um difeomorfismo:
SU (n) /SO (n) = Ker(d)/O (n),

dado por T'-SO (n) — T'-O (n), isto é, este difeomorfismo € induzido pela inclusdo SU (n) —
Ker(d).

Por outro lado, como SO (n) C SU (n) é um subgrupo fechado temos uma fibragio
SU (n) — SU (n) /SO (n),logo como SU (n) é simplesmente conexo segue que SU (n) /SO (n)
¢ conexo. Tendo em mente que SO (n) é conexo, e utilizando a sequéncia exata longa de ho-
motopia associada a fibragdo SU (n) — SU (n) /SO (n), obtemos a sequéncia exata curta:

71 (SU (n)) — 71 (SU (n) /SO (n)) — mo(SO (n)).

Portanto temos que 7 (SU (n) /SO (n)) € trivial, logo Ker(d)/O (n) ~ (SU (n) /SO (n)) é
simplesmente conexo.

Assim voltando ao objetivo de estudar a sequéncia exata longa de homotopia da fibracao

d, obtemos a seguinte sequéncia exata curta:
0 = 1 (U (n) /O (n)) % my(SY) = 0,
obtemos entdo o desejado. [

Como o grupo fundamental de A € ciclico infinito, portanto abeliano, segue do Teorema

de Hurewicz o seguinte coroldrio:

Corolario 1.9. O primeiro grupo de homologia singular Hy(\) de A é infinito e ciclico.

Por fim podemos estudar a homologia relativa, pelo Teorema 1.5 temos que o conjunto

A°(Ly) é homeomorfo a Ran(n+1) portanto obtemos o seguinte:

Corolario 1.10. Para um subespaco Lagrangiano Ly € A, a inclusdo:

q: (A 0) — (A A(Lo))
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induz um isomorfismo:
s s Hi(A) = Hy (A, A°(Ly)) (1.4)

Em particular, Hy (A, A°(Ly)) é ciclico infinito.

Acabamos de provar que, fixado um Lagrangiano Ly € A, temos que H; (A, A°(Lg)) é
isomorfo a Z. Entdo cada curva ¢ : [a,b] — A com extremos em A°(Ly), isto € £(a), (D) €
A°(Ly), define uma classe de homologia relativa em H; (A, A°(Lg)), e portanto se essa classe
nao for trivial define um isomorfismo com Z. Vamos mostrar agora que a orientacao transversal
dada para A'(Ly) induz uma escolha candnica de gerador para H; (A, A°(Lg)). Uma vez que
esta escolha foi feita, vamos poder associar a cada curva da forma ¢ : [a,b] — A um inteiro,
este inteiro serd chamado de Indice de Maslov da curva /. Mas antes disso vamos construir

explicitamente um gerador para H; (A, A°(Ly)).

Exemplo 1.11. Vamos calcular explicitamente um gerador para H, (A, A°(Ly)). Para tanto,

considere a curva:

T S e A = e U(n),
2" 2
1
veja que esta curva projeta em uma curva fechada, A(t) = A(t) - O (n), em U (n) /O (n).

Ainda mais, como:

3 :
B ﬂ St det?(A(t)) = (—1)"tet (1.5)
é um gerador do grupo fundamental de S* € C, segue da Proposicdo 1.8 que a curva A define
um gerador do grupo fundamental de U (n) /O (n). Veja que o difeomorfismo U (n) /O (n) ~

A(2n) é dado explicitamente pelo mapa :

U(n)/O(n) — A(2n)
A-O(n)— AR"@{0}").

Por outro lado, o Lagrangiano A(t) (R™ @ {0}") € A(2n) é gerado pelos vetores:

{e1 cos(t) + epq18in(t), epia, ..., €20},

onde {e;}3", denota a base candnica de R*". Uma escolha de base simplética {b;}3", de V
induz um difeomorfismo de A em A(2n). Entdo definindo ((t) € A, como sendo o Lagrangiano
A(t) (R™ & {0}") € A(2n) via esse difeomorfismo obtemos a curva:

|:7T 3r

5 7} S t > L(t) = span{by cos(t) + byi1sin(t), byra, ..., ban }. (1.6)
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Portando da discussdo anterior vemos que a curva (1.6) define um gerador para o grupo funda-
mental de A\. Pela definicao do homomorfismo de Hurewicz a mesma curva induz um gerador

para Hi(A). Por fim, como o isomorfismo 1.4 é dado pela inclusdo a curva (1.6) é um gerador

para Hy (A, A°(Ly)).

Finalmente formalizamos o conceito de interse¢do de uma curva ¢ : [a,b] — A com a

subvariedade A.

Defini¢ao 1.12. Seja ( : [a,b] — A uma curva de classe C*. Dizemos que ( intersepta trans-
versalmente o conjunto A="(Ly) no instante t = t, se ((ty) € A'(Lg) e €'(to) & Tog) A (Lo).
Dizemos que esta intersecdo transversal é positiva (resp. negativa) se a classe de l'(ty) no
quociente Ty \A /T, g(tO)Al(Lo) define uma base positivamente orientada (resp. negativamente

orientada) com relacdo a orientagdo transversal de A*(Lg) em A.

O préximo Lema mostra como a orientagio transversal dada para A'(Lg) induz uma es-
colha candnica de gerador para H*(A, A°(Ly)), mas antes definimos A=!(Lg) = UP_, A*(Ly).

Lema 1.13. Seja Ly € A um subespago Lagrangiano e sejam
61762 : [CL, b] — A

curvas de classe C'* com os extremos em A°(Ly) e que tem apenas uma intersecdo com A=*(Ly),
suponha ainda que esta intersegdo é transversal e positiva. Entdo temos que {1 e {5 sdo homolo-
gasem Hy (A, A°(Ly)), e qualquer uma dessas curvas define um gerador para Hy (A, A°(Lg)) ~
Z.

Agora estamos completamente aptos a definir o Indice de Maslov.

Definicao 1.14. Seja Ly € A um Lagrangiano fixo, definimos um isomorfismo
tiry : Hi (A,A°(Lo)) = Z (1.7)

da seguinte forma: tome uma carva { de classe C' em A com os extremos em A°(Ly) tal que ¢
tenha apenas uma intersecdo com A*(Ly), sendo essa intersegdo transversal e positiva. Defina
i, exigindo que a classe de homologia da curva { seja levada no elemento 1 € Z. Pelo Lema

1.13, o isomorfismo (1.7) estda bem definido, isto é, independe da escolha de curva (.

Suponha agora que ¢ : [a,b] — A é uma curva arbitrdria continua, com os extremos em

A°(Ly), entdo denotamos por iz, (¢) € Z o inteiro correspondente a classe de homologia de ¢



Indice de Maslov no Caso Simplético 19

pelo isomorfismo (1.7). O ndmero 41, (¢) é chamado de Indice de Maslov da curva ¢ relativo
ao Lagrangiano L.

A seguir apresentamos algumas propriedades do Indice de Maslov, que seguem direta-

mente das propriedades da homologia relativa.

Lema 1.15. Seja ( : [a,b] — A uma curva com extremos em A°(Ly), entdo temos que:

1. se o : [d,V] — [a,b] é uma aplicacdo continua com o(a') = a, o(V') = b entdo

pry(C0a) = pury(L);

2. sem : [d, V] — A éuma curva com os extremos em A°(Ly) tal que ¢(b) = m(d’), entdo

KL, (E ’ m) = ML (6) + K, (m)’
3. Hrg (g—l) = _MLO(€>;
4. se Im(¢) C A°(Ly) entdo pr,(¢) = 0;

5. sem : [a,b] — A é homotépica a { com pontos livres em A°(Ly), entdo ur,(¢) =

MLy (m)’

6. existe uma vizinhanga U de ¢ em C°([a, b], A) dotado da topologia compacta-aberta tal

que, se m € U tem extremos em A°(Ly), entdo pr,(¢) = pr,(m).

Exemplo 1.16. O Indice de Maslov no caso que temos apenas interseces transversais.

Seja { : [a,b] — A uma curva de classe C' que tem apenas intersecdes transversais com o
conjunto A=*(Ly), entdo o Indice de Maslov i1, (£) pode ser visto como o niimero de interse-
¢oes da curva { com o subconjunto A='(Ly) C A. De fato, vamos mostrar no Lema 1.18 que

essas intersecoes devem ser isoladas portanto finitas, entdo podemos escrever:
0=l ... L,

onde cada curva l}, tem apenas uma intersecdo transversal com A='(Ly), entdo pelas Propri-
edades (2), (3) e (4) temos que 11, () é o niimero de intersecées positivas menos os niimero de

intersegoes negativas. No Teorema 1.19 generalizamos esse resultado.

Note que até este momento sé exploramos o caso em que temos interse¢do com a sub-
variedade A'(Ly), entdo para estudar o caso em que temos intersegdes com outros estratos do
conjunto A=!(L,) fazemos a seguinte defini¢do.

Defini¢ao 1.17. Dada uma curvat — ((t) € A de classe C' dizemos que { tem uma intersecdo
ndo degenerada com AN='(Ly) no instante t = tq se ((ty) € A=1(Ly) e '(ty) é uma forma

bilinear ndo degenerada em Lo N {(ty).
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Seja ¢ uma curva de classe C'' em A que tem um uma intersecdo nio degenerada com
A=Y (Lo) em t = tg, entdo o fato de ¢'(ty)] Lort(ty) SET uma forma ndo degenerada garante o

seguinte resultado:

Lema 1.18. Se uma curva { em A tem uma intersecdo néo degenerada com A='(Lgy) emt = t,
entdo essa intersecdo é isolada, isto é, ((t) € A°(Ly) para todo t suficientemente préximo de
to.

Como consequéncia disso temos que se uma curva ¢ tem apenas interse¢des nao dege-
neradas com A=!(Lg), entdo o ndmero de interse¢des € finito. De fato, suponha que o conjunto
de intersecdes {/(t;) } jen fosse infinito, entdo como [a, b] é compacto {¢,} ;en teria um ponto li-
mite 7, e como A= (L) é fechado temos que £(f) € A='(Ly), por hipétese a interse¢io de ¢ em
to € ndo degenerada, isto € um absurdo pois esta intersec@o nao € isolada. Por fim apresentamos

uma generalizacdo do Exemplo 1.16.

Teorema 1.19. Sejam Lo € A um subespago Lagrangiano e ( : [a,b] — A uma curva de classe
C' com os extremos em N°(Ly) que tem apenas intersegcées néio degeneradas com A='(Ly).

Entao, ((t) € A='(Ly) apenas uma quantidade finita de vezes e vale a seguinte igualdade:

() = 37 59 (O gy ) (18)

te[a,b]

Note que se ((t) ¢ A="(Lo) entdo £'(t)|}, ;) = 0, portanto o somatério em (1.8) estd
bem definido.
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Capitulo 2

ALGEBRA LINEAR GENERALIZADA

Comecamos o Capitulo apresentando a defini¢do e propriedades de espacos vetoriais
split, para isso nos baseamos em [10] e [7]. Em seguida, introduzimos o conceito de dlgebras
de Clifford que serdo de extrema importancia no Capitulo 4. Por fim, nos especializamos no
caso onde o espago vetorial split € dado por E/ E*, para um espago vetorial de dimensao finita
E qualquer, onde nos baseamos nas notas apresentadas em [5].

2.1 Formas Bilineares Simétricas

Suponha que V' € um espaco vetorial real de dimensao finita. Dada uma forma bilinear

B :V xV — R, definimos a aplicacao linear

Tg : V-V
v — B(v,-).

A forma bilinear B € dita simétrica se satisfaz B(v, w) = B(w, v) para todos v, w € V/, isto é

T = Tp. Definimos o nicleo de B como sendo o subespaco
Ker(B)={veV : Bv,w) =0, YVw e V},

note que Ker(B) = Ker(7s). A formabilinear B é dita ndo degenerada se Ker(B) = 0, como
n = dim(V') < oo, é facil ver que B € ndo degenerada se e somente se 7z é um isomorfismo.

O préximo Teorema noés diz que toda forma bilinear simétrica é diagonalizavel.

Teorema 2.1. Sejam V um espago vetorial real com dim(V') = n munido de um produto
interno g qualquer e B : 'V XV — R uma forma bilinear simétrica. Entdo existem p,q

inteiros ndo negativos e uma base {e, ...,e, } de V tais que B(e;,e;) = g(e;,e;) =0e

1, 1<i<p,
B(ej,ei)) =19 -1, p<i<p+4+qg+1,
0, ptg+l<i<n
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sendo que n — p — q — 1 = dim(ker(B)). Uma base satisfazendo essas condigcoes é chamada

de B-ortonormal.

Sejam V', B e p, ¢ como no Teorema anterior entdo denominamos ¢ de indice da forma

B e q de co-indice da forma B. E possivel mostrar que:

ny(B)=p= V?/lé%{dlm(W) : B(w,w) >0, Yw € W};

n_(B) =q= sup {dim(W) : B(w,w) <0, Vw € W}.
wcv
Ou seja, o indice e o co-indice de B ndo dependem da escolha de produto interno e nem da
escolha de base. Note que se B € uma forma bilinear simétrica ndo degenerada entdo dim(V') =

n.(B) + n_(B). Assim fazemos a seguinte definigdo.

Definicao 2.2. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita e B um forma bilinear ndo

degenerada sobre V. Entdo definimos a assinatura de B como sendo o par (n(B),n_(B)).

Exemplo 2.3. O Espaco (R™™,B,, 1m).

Sejam inteiros positivos n,m e considere a aplicag¢do By, , : R"™™ x R"™™ — R dada por:

Bn,m«uav)v (x,y)) = <u7 x>R" - <U7y>Rm7

onde u,z € R" ev,y € R™ e (-, -)rr denota o produto interno canodnico do espago Euclidiano
R™. E facil verificar que B,, ,,, é uma forma bilinear simétrica, ndo degenerada e ainda mais,

na base candnica de R" ™™ temos que a forma bilinear B, ,,, é dada por:

I, 0
[Bmm]can - )
0 -1,

sendo I,, e I, as matrizes identidades de dimensdo n e m respectivamente. Considerando
o produto interno g = (-, -)gn+m temos que a base candnica de R"*™ é uma das possiveis
bases que provamos a existéncia no Teorema 2.1 assim temos que a assinatura da forma B,, ,,

¢ (n,m). Denotaremos o espago euclidiano R"™™ munido da forma bilinear B, ,, por R™™.

Exemplo 2.4. O Espaco (E & E*, (-, -))
Seja E um espaco vetorial real de dimensao dim(E) = n, entdo o espago vetorial E ® E* vem

canonicamente munido de uma forma bilinear natural dada pelo pareamento:

(X +8), (Y +n)) =£Y) +n(X).
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Considere E\, ..., E, uma base de E e EY, ..., E} a sua base dual, entdo notamos que (-, -) na
base {F1, ..., E,, E, ..., E*} é dada pela matriz

0 Id,
Id, 0/

B_{E1+E;< E,+E* E,—Er En—E;;}
- \/§ AR \/5 I \/§ AR \/5 I

Id, O
(e = ( N dn) .

Desta forma temos um isomorfismo linear T : E & E* — R™" tal que T*B,,,, = (-,-), isto

Porém o pareamento (-, -) na base

¢ dada por:

¢ o pull back da forma B, ,, pela aplica¢do T é dado por (-,-). Tal isomorfismos é obtido
enviando a base B na base canénica de R*". Tendo em vista esse isomorfismo concluimos que
assinatura de (E & E*, (-,-)) é dada por (n,n).

A partir desse momento fixamos um espago vetorial real V' tal que dim(V) = n e
fixamos também uma forma bilinear simétrica e ndo degenerada B com assinatura (p, ¢). Note
que se (p, q) é dada por (n,0) ou (0,n) entdo B(v,v) # 0 para todo v em V' mas o exemplo a

seguir mostra que no caso contrario sempre conseguimos v em V' tal que B(v,v) = 0.

Exemplo 2.5. Suponha que p,q > 0 e seja {ei, ...., e, } uma base como no Teorema 2.1, entdo

fazendo v = e; + e,y temos que
B(v,v) = B(e1,e1) + 2B(e1, ept1) + B(ept1,€p41) =1+ 04 (1) = 0.
Assim temos que B(v,v) = 0.

Baseado no exemplo anterior fazemos a seguinte defini¢ao.

Definicdo 2.6. Um vetor v € V ¢ dito isotrépico se B(v,v) = 0.

Para qualquer subespaco W C V, definimos o subespaco perpendicular de W com
relacdo a B como:
Wr={veV : Bvw) =0, Ywe W}

Notamos que Tp(W+) = WP onde W° denota o anulador de W, entdo como dim(W) +
dim(W?) = dim(V) temos que dim(W) + dim(W+) = dim(V).
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2.1.1 Subespacos Isotropicos

Consideremos ainda um espaco vetorial I de dimensao n e uma forma bilinear simétrica

ndo degenerada B sobre V' com assinatura (p, q).

Definiciio 2.7. Um subespaco W C V é dito isotrdpico se By, ., = 0, isto é W C W+

A chamada identidade de polarizacio, dada por

B(v,w) = %(B(U +w,v 4+ w) — B(v,v) — B(w,w))

mostra que W C V' € isotrdpico se o somente se todos os vetores de W sdo isotrépicos. Se

W C V € isotrépico, entao
dim(V)
2
ja que dim(W) + dim(W+) = dim(V). Agora vamos estudar algumas propriedades dos

dim(W) <

subespagos isotrépicos.

Proposicao 2.8. Dado um subespaco isotrépico W C V, existe W' C V isotrdpico tal que
V=Wtew.

Demonstragdo. SejaU um subespago complementar a W+ qualquer. Defina a aplicagio Tz|y, :
W — U* por w — B(w, )|, € facil ver que ker(Tg|y,) = U N W, entdo a identidade

UrnW=UaWH*=0

garante que a aplicagdo Tz|,;, ¢ um isomorfismo. Definimos a aplicagdo ¢ : U — W por
¢ = (Tgly,) "' o9, onde Y(u) = B(u,-)|, para cada u € U. Assim temos que ¢ satisfaz a
seguinte igualdade

B(¢(v),w) = B(v,w), YVv,w € U,

€ portanto temos que

1

B ( Lot 5¢<w>) — 1 B(o(w). 6(w)). Yv.w € V.

Como ¢(v), p(w) € W e este ¢ isotrépico temos que B (v — 3¢(v), w — $¢(w)) = 0 para
todos v, w € U. Desta forma, o subespaco W' = {u — %gzﬁ(u) cuelU } ¢ isotropico. Por fim
notamos que W’ é o gréafico do mapa —%gb :U — W C W+ ecomo U é complementar a W+

temos que W' também o é. [ |

Definicao 2.9. Um subespaco é dito isotropico maximal se é isotrépico e ndo estd propriamente

contido em nenhum outro subespaco isotropico.
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Proposicao 2.10. Um subespaco isotropico W C 'V é isotrépico maximal se e somente se

contém todos os vetores v € W tais que v é isotrépico.

Demonstragdo. Seja W C V isotrépico. Definimos W= {we Wt : B(w,w) =0} é fécil
de verque W C w. Suponha primeiro que W € isotrépico maximal e suponha por absurdo que
existe w € W\ W tal que B(w, w) = 0, isto é W C W. Entdo defina W’ = W & span{w},
¢ facil de ver que W' € isotrépico e contém propriamente IV, absurdo pois W € isotropico
maximal. Por outro lado suponha que W = We suponha por absurdo que W € isotrépico
mas ndo é maximal entdo existe uma subespaco U C V isotrépico tal que W C U, assim
U c Ut c W+ esecomo U isotrépico B(u,u) = 0 para todo u em U portanto U C W em
particular W C W, ou seja absurdo. ]

Uma das propriedades mais interessantes dos espagos isotropicos maximais € que estes

tem todos a mesma dimensdo, mais precisamente temos a seguinte proposicao.

Proposiciao 2.11. Sejam W, W' C V subespagos isotropicos maximais, entdo dim(W) =
dim(W").

Demonstragdo. Primeiramente defina o espago quociente U = (W + W) /(W N W'). Como
W N W' C Ker(B) temos que B induz uma forma bilinear simetria B|,, : U x U — R em
U. Notando que W e W’ sdo isotrépicos maximais W = {v € W+ : B(v,v) = 0} e
W' ={ve (W)t : B(v,v) =0} logose u € W+ NW'temos que u € W+ e B(u,u) =0
assim v € W. Em resumo temos as igualdades

Wrnw' =wnw’
WnWHt=wnw'.

Portanto:

WH+WHNW+WHE=W+W)nWw+n (W)t
=W+ W nwh)nw)*
=(WnW)H)+ W nw)

=(Wnw.

Assim o niicleo darestrigdo de B a (W +W’) é dado por (W +W"N(W+W')L = (W+W') =

W NW’, consequentemente a forma bilinear B|,; € ndo degenerada. Considere 7 : W+ W' —
U a projegdo quociente entdo pela definicdo de B|,, é facil ver que os subespagos 7(IV) e
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7(W') sdo isotrépicos com relagdo a B|;;. Por outro lado uma conta similar a anterior implica
que U = 7(W) & (m(W'))L. Portanto

dim(U) = dim(7(W)) + dim(7(pi(W'))F)
= dim(7(W)) + dim(U) — dim(7(W)).

Por fim temos que

dim(W) = dim(x(W)) + dim(W N W’)
= dim(x(W")) + dim(W N W)
= dim(W").

Baseado na Proposi¢do anterior fazemos a seguinte definicao.

Definicao 2.12. O indice de Witt de uma forma bilinear ndo degenerada é a dimensdo de um

subespaco isotropico maximal de V.

Proposicao 2.13. O indice de Witt é dado por Witt(B) = max{dim(L) : L é isotrdpico}.

Demonstragdo. Seja d = max{dim(L) : L & isotropico} e tome U C V isotrépico tal que
dim(U) = d, notamos que tal U sempre existe pois a dimensdo de V' € finita. Note que é
suficiente provar que um subespaco isotrépico 1/ com dimensdo menor que d nao pode ser
maximal. Para tanto fixamos W C V isotrépico tal que dim(W) < d. Como W+ + U C
(W N U)* temos que:

dim(W+ N U) = dim(W) + dim(U) — dim(W+ + U)
> dim(W+) + dim(U) — dim((W N U)*)
= dim(V) — dim(W) 4 dim(U) — dim((W N U)™)
=dim(W NU)+ dim(U) — dim (W)
> dim(W N U).

Entdo existe v € WLNU ndo nulo tal que v ¢ W, como U € isotrépico temos que v € isotrépico,
portanto W @ spam{v} & isotrépico e W C W @ span{v} como queriamos provar. |

Corolario 2.14. Seja W C V isotropico entdo existe L. C 'V isotrépico maximal tal que
W C L.
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O préximo resultado € de grande importancia pois relaciona o indice de Witt de B com

a sua assinatura.

Proposicao 2.15. O indice de Witt é dado por Witt(B) = min{n, (B),n_(B)}.

Demonstragdo. Suponha que a assinatura de B é dada por (p,q) e p < ¢. O Teorema 2.1

garante a existéncia de uma base {es, ..., €, €,11, ..., €, } de V tal que:

dij, 1<i4,5<p,
B<ei7€j) = _52']'7 p< Zvj S n,

0, c.C.

Definindo W = span{e;+e,; : 1 <i < p}éfacil de ver que W € isotropico e dim(W) = p.
Por fim assuma que exista U isotrépico tal que dim(U) > p, definindo N = spanf{e; : p <
J < n}temos que N NU # 0, ja que caso contrdrio dim(/N + U) > n, mais isso é um absurdo
por B(w,w) < 0 paratodo w € N. [ |

2.2 Formas Bilineares Split

Agora estudamos um caso especial de formas bilinear simétricas, chamadas formas bi-

lineares Split.

Definicao 2.16. Uma forma bilinear simétrica ndo degenerada B : V x V — R é dita Split se
a sua assinatura é dada por (n,n). Um espago vetorial V munido de uma forma Split é dito

um espago vetorial Split.

Os Exemplos 2.3 e 2.4 mostram que os espacos (R™™, By) e (E@® E*, (-, -)) sdo espagos
vetoriais Split, agora vamos mostrar que um dado um espago vetorial Split (V, B)e S C V um

subespago isotrépico entdo B define uma forma Split em S+ /S.

Exemplo 2.17. O Espago Split (S* /S, B).
Seja (V, B) um espago vetorial Split e S C V um subespago isotrépico, primeiramente note
que:

Ker(Blg.)=StnsS*t =8NSt =8.

Entdo B induz uma forma bilinear simétrica e ndo degenerada em S* /S dada por:

B(n(v), m(w)) = B(v, w),
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onde © : St — S*/S é a projecdo canénica ao quociente. Vamos mostrar que B é Split,
para tanto basta mostra que existe um subespagco L C S*/S isotrépico tal que dim(L) =
+dim(S+/S) = dlmT(V) — dim(S). De fato, se tal subespago existe, por uma questdo _de di-
mensdo, esse serd um subespaco isotropico maximal, e portanto o indice de Witt de B serd

1dim(S*/S). Entdo, pela Proposigéo 2.15, a assinatura de B dever ser dada por
1. 1 1. n
§d1m(S /S), édlm(S /S) ).

Agora para mostrar a existéncia de um subespagco LcCst /S satisfazendo as condi¢ées acima,
considere um Lagrangiano L C V tal que S C L C S* (o Coroldrio 2.14 garante a existéncia
de tal Lagrangiano). Claramente pela definicdo de B temos que (L) é isotrépico em S*/S
e ainda mais dim(w (L)) = dim(L) — dim(S) = dimT(V) — dim(S). Entdo fazendo L = m(L)

temos o desejado.

Pelo resto da sec@o fixamos (V, B) um espaco vetorial real munido de uma forma bili-
near Split. Neste caso temos que o indice de Witt da forma B é dado por %dim(V), neste caso
um subespaco isotrépico maximal € chamado de Lagrangiano e pelas Proposi¢des 2.10 e 2.15

temos a seguinte caracterizacao destes subespacos.

Proposicao 2.18. Seja L C V um subespaco vetorial. Entdo sdo equivalentes:

e [ ¢ Lagrangiano;
o [ = LJ‘,'
e L éisotrdpico e dim(L) = n.

O estudo dos espagos Lagrangianos € um dos pontos principais deste trabalho, denota-
mos o conjunto de todos os subespagos Lagrangianos de (V, B) por L(V, B) ou simplesmente
L(V') quando ndo houver chance de duvidas, e este conjunto é chamado de Grassmanniana
Lagrangiana de (V, B). O resto dessa sec¢ao serd devoto a estudar algumas propriedades dos
subespacos Lagrangianos.

Proposicao 2.19. Dado L C V um subespaco Lagrangiano existe L' C V' Lagrangiano tal

que V=L & L. Ainda mais, L' é naturalmente isomorfo a L*.

Demonstracdo. Como L = L' pela Proposi¢io 2.8 sabemos que existe L' C V isotrépico tal

que L& L' = V. Como dim(L) = 3dim(V) segue que dim(L') = 3dim(V') e portanto temos
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que L' é Lagrangiano. Resta construir o isomorfismo L' ~ L*, este é dado explicitamente pela
funcao
/ *
LI - L' — L
P 2.1
v B(v,)|,.
Para mostrar que py, 1, basta mostrar que este € injetor pois dim(L') = dim(Lx). Sejau € L'
tal que B(u,v) = 0 para todo v € L, mas como V = L & L' e ambos L, L' sdo isotropicos
temos que B(u,v) = 0 para todo v € V entdo como B é nao degenerada v = 0 e temos que

pr,rv € um isomorfismo. |

Um par (L, L1) de subespagos Lagrangianos de V/, tais que Lo @ L; = V é dito uma
decomposicao Lagrangiana de V', a proposi¢do acima nos diz que dado um Lagrangiano L
sempre podemos achar outro Lagrangiano L, tal que (Lo, L;) € uma decomposi¢io Lagrangi-
anade V.

Agora introduzimos o grupo de isometrias de B, isto €, o grupo dado por:
O(V,B) ={T € GL(V) : B(Tv,Tw) = B(v,w) Yv,w € V'}.

Notamos que O(V, B) é fechado em GL(V") portanto possui uma estrutura natural de subgrupo
de Lie, vamos ver que o grupo O(V, B) tem um papel importante no estudo da Grassmanniana
Lagrangiana de (V, B). Também definimos o grupo especial das isometrias por SO(V, B) como

sendo as isometrias com determinante igual a 1.

Exemplo 2.20. O Grupo de Isometrias O(n, m).
Quando o par (V, B) é dado por (R™™, B,, ,,) denotamos o grupo de isometrias por O(n,m)

e denotamos o grupo especial por SO(n, m).

Notamos que os grupos O(n, m) e O(m, n) sdo isomorfos como grupos de Lie, de fato
tome uma aplicagdo 7" : R™™ — R™" tal que By, ,(Tv,Tw) = —By, (v, w) para cada
v, w € R"™ entdo o aplica¢do

U,m 2 O(n,m) — O(m,n)

2.2)
A—ToAoT™, (

induz o isomorfismo de Lie desejado. E notamos que esse isomorfismo de Lie se restringe a

um isomorfismo SO(n, m) ~ SO(m, n).

Agora vamos mostrar que dado um Lagrangiano Ly € um isomorfismo 1" : Ly — Ly
sempre podemos estender esse isomorfismo a uma isometria 7' : V' — V/, isto €, um isomor-
fismo onde ' € O(V, B).



30 Formas Bilineares Split

Lema 2.21. Considere decomposi¢ées Lagrangianas (Lo, L) e (Lj,, L)) de V entdo todo iso-
morfismo T : Ly — Ly se estende a uma isometriaT : V — V tal que T(L;) = L.

Demonstragdo. Primeiramente considere uma base {ey, ...,e,} de Lo. Entdo fazendo €} =

Tej, paracada j = 1,...,n, temos que {€], ..., e/, } é uma base de L{,. Considerando os iso-

e
morfismo naturais L, ~ L{ e L] ~ (L{)* (ver Proposi¢io 2.19), temos que as bases defi-
nidas anteriormente se estendem a bases de V' da seguinte forma B = {ey, ..., e,, €}, ..., €%}

e B = {€,....e,, (e))*, ..., (e},)*}. Portanto o isomorfismo 7" : V' — V que leva a base

B na base B’ estende T" e é tal que 7'(L,) = L, para concluir o teorema resta mostrar que

T € O(V, B) mas para tanto basta notar que

Bli = (13 13) - (Ble-

O préximo exemplo mostra que a extensao do Lema anterior ndo € tnica.

Exemplo 2.22. Considere V = R? @& R*" munido do pareamento natural (-,-). Entdo para

. . 2, . * .
qualquer operador anti-simétrico C : R?* — R*" temos que o isomorfismo:

Id
r— (' "),
C Idy
é uma isometria. E claramente T estende o isomorfismo 1d, : R? — R2.

Corolario 2.23. Se Ly C V é um subespaco Lagrangiano todo isomorfismo de L se estende

a uma isometrial : V — V.

O Lema 2.21 n6s diz que dados trés subespacos Lagrangianos Ly, L, L' tais que dim (LN
L) =0 = dim(Ly N L') entdo existe T' € O(V, B) tal que T'(Ly) = Lo e T(L) = L', nosso
objetivo agora serd generalizar esse resultado para o caso que dim(Lo N L) = dim(Ly N L’).

Mas para tanto vamos precisar do seguinte Lema.

Lema 2.24. Sejam Ly C V um subespaco Lagrangiano, S C Ly um subespaco qualquer e
considere o espago vetorial Split (S*/S, B). Entdo para cada operador T € O(S+/S, B) tal
que T(m(Lo)) = m(Lo), onde 7 : S+ — S*/S é a proje¢do candnica ao quociente, existe um

T € O(V,B) tal que T(S) = S, T(Lo) = Lo e o seguinte diagrama comuta

SL Tlss SL

b

St/s L5 5t/s.



Capitulo 2. Algebra Linear Generalizada 31

Demonstragdo. Tome R C Ly subespago vetorial tal que Ly = S @ Rentio L = S° &
RY (vale notar que estamos tomando os anuladores dentro de Lg). Seja L; um Lagrangiano

complementar a L e considere o isomorfismo natural pr, 1, : L1 — L, assim temos que

Ly = PZ;,Ll(SO) D pES,Ll(RO)-

Definindo Vi = S & py) | (R%) e Vo = R& pp, ; (S°) temos que V = Vi & V3, agora vamos
provar que além disso temos que V; e V5 sdo B-ortogonais. De fato, tome v € Vi ew € 1,
entdo existemz € S,y € R, f € R°eh € S®taisquev =z +p; , (f)ew=y+pp, . (h)
assim temos que

B(v,w) = Bz + pp, 1, (), y+ prop, (b))
= Bl (z,y) + Blpgs 1, (f),y) + Blpp, 1, (), 2) + Bl (010 1, (f), pLa.r, (B))
=0+ h(z)+ fy)+0
— 0.

Portanto V' = V; & V, € uma decomposicido B-ortogonal de V. Como S € isotrépico, € facil
ver que Vo @ S C S+ e € facil ver também que a dimensdo desses espagos sdo iguais. Logo
temos que V, @ S = S, portanto a projecio 7 : S+ — S+/S se restringe a um isomorfismo
7|y, + Vo2 = S*+/S. Como 7|, é um isomorfismo existe um tnico isomorfismo linear 7" :

V, — V5 tal que o seguinte diagrama comuta

Vi—2 oV

lﬂ’ ‘ Vo lﬂ Vo

St/s T, 54s.

Agora vamos mostra que 7" preserva a forma B. Para tanto sejam v,w € Vo e {,n € S+/S
tais que ¢ = 7(v) e n = 7(w) entdo lembrando que 7' € O(S+/S, B) vemos que:

como o desejado. Outra propriedade de 7" que iremos utilizar é que 7"(R) = R, para ver isso
notamos que R C L e que T preserva L, portanto se v € R temos que 7" (v) € tinico vetor em
V; tal que

7(T"(v)) = T(w(v)) € 7(Lo),
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mas como 7(Lg) = 7(R) e |y, € injetiva, T"(v) € R. Finalmente definimos o mapa 7" :
V' — V desejado, e este é definido por T = Idy, ® T'. Agora vamos provar que 7" tem as
propriedades desejadas, primeiramente como S C V; temos que 7'(S) = SecomoT'(R) = R
e Lo = R® S claramente T'(Lg) = L.

Para provar que 7' € O(V, B) suponha v = v + v, w = wy +we € V = V; @ V; entdo

como 7" preserva B e V; e V5 sdo B-ortogonais temos que

B(Tv, Tw) = B(vy + T'vg, w1 + T'w,)
(v1,w1) + B(T vg, T'ws)
(v1,w1) + B(va, we)

(v, w).

B
B
B

Portanto 7" € O(V, B). Resta mostra que 7w o T'|o. = T o 7 para isto tome v € S* entdo

podemos decompor v como v + w onde u € S e w € V, assim:

Concluindo o Lema. |

Teorema 2.25. Sejam Ly, L, L' C V subespagos Lagrangianos com dim(LyN L) = dim(Ly N
L. Entdo existe T'€ O(V, B) tal que T'(Lo) = Loe T'(L) = L'.

Demonstragdo. Seja A: Ly — Lo um isomorfismo linear tal que E(LO N L) = Ly N L entdo
pelo Coroldrio 2.23 podemos estender esse isomorfismo para um mapa A € O(V, B) tal que

A(Ly) = Ly entdo ndo hé perda de generalidade em assumir que Lo N L = Lo N L.

Defina S = LyNL = LyN L' entdo S é um subespaco isotropico e temos que Lo, L, L' C
S+, Sejam B a forma bilinear Split induzida em S+ /S como no Exemplo 2.17 e 7 : S+ —
S+ /S a proje¢do candnica ao quociente. Afirmamos que ((Lg), 7(L)) é uma decomposigdo
Lagrangiana para S+ /S. De fato, como visto no Exemplo 2.17 temos que os espagos 7(Lg) e
m(L) sdo Lagrangianos. Ainda mais, seja { € m(Lg) N7(L) entdo existem v € Ly e w € L tal
que 7™(v) = £ = w(w), portantov —w € S = LN Ly C Llogov € LoyN Le& =0, isto &,
LoN L = 0. Como dim(7 (L) ®7(L)) = dim(S+/S) temos que (7(Ly), (L)) é de fato uma
decomposigdo Lagrangiana para S*/S.
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Da mesma forma (7 (Lg), 7(L')) é uma decomposigio Lagrangiana de S* /.S entdo pelo
Lema 2.21 temos que existe T € O(S*/S, B) tal que T(7(Lo)) = 7(Lo) e T(w(L)) = n(L')
entdo o Lema 2.24 garante a existéncia de 7' € O(V, B) tal que T'(Lg) = Lo, T'(S) = Se T

faz o seguinte diagrama comutar

SLLSL

.

St/s-T.5t/s

Entdo como Ly, L, L' C S* aequagdo T'(n(L)) = m(L') e o diagrama anterior implicam que
7(T(L)) = w(L'). Resta prova que 7'(L) C L', para tanto tome v € T'(L) logo w(v) € 7(L')
entdo existe w € L' talquev —w € S = LyNL C L' ousejav € L’ e temos o desejado. W

2.3 Algebras de Clifford

O objetivo desta secdo é estudar o conceito de Algebras de Clifford, e para tanto nos
baseamos fortemente em [2] e [7]. Durante a se¢do fixamos V' um espago vetorial real de

dimensao finita munido de uma forma bilinear ndo degenerada B.

A Algebra de Clifford C{(V, B) associada a V e B é uma 4lgebra associativa com uni-
dade definida da seguinte forma. Seja

o

T(V)=EPve

r=0

a dlgebra tensorial de V, e defina [ o ideal em T'(V') gerado por todos os elementos da forma

v ® v — B(v,v)1 para todo v € V. Entao definimos a dlgebra de Clifford como o quociente
CuVv,B)=T(V)/I.

Exemplo 2.26. C/(n,m) e C/(n).
Denotamos a dlgebra de Clifford de C((R™™, By, ,,,) por Cl(n, m), e também definimos Cl(n) =
Cl(n,0).

Notamos que a projegao candnica 7 : T'(V) — C{(V, B) induz um imersdo natural
V < CUV, B).

Observacao 2.27. O produto de elemento p, 1) da algebra de Clifford sera denotado simples-

mente pela concatenagdo desses vetores, isto é, pip € CL(V, B).
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Por definicdo notamos que a dlgebra de Clifford € gerada pelo espago vetorial V' C
Cl(V, B) sujeita a relagdo
v? = B(v,v)1 (2.3)

para todo v € V, desenvolvendo a relagcdo acima para o vetor v + w com v, w € V obtemos a
relacdo
vw + wv = 2B (v, w). (2.4)

A relagdo (2.3) pode ser usada para dar a seguinte caracteriza¢ao universal da dlgebra
de Clifford.

Proposicao 2.28. Seja f : V' — A uma aplicacdo linear em uma R-dlgebra associativa com

unidade, tal que
f) - f(v) = B(v,v)1

para cada v € V. Entdo, f se estende unicamente a um homomorfismo de R-dlgebras | :

Cl(V,B) — A. Ainda mais, CL(V, B) é a tinica R-dlgebra associativa com essa propriedade.

Agora introduzimos um mapa de particular importancia neste teoria, o tinico automor-

fismo de C/(V, B) que estende o mapa v — —v em V', denotamos esse mapa por:
a:ClV,B) — ClV,B). (2.5)
Como o? = Id, temos uma decomposi¢io
CUV,B) = C(V,B) ® C/(V,B)

onde CL*(V,B) = {¢ € CUV,B) : a(p) = (—1)*¢} sdo os auto espacos de . Como o &

um homomorfismo, temos que
Cl(V,B)-CH(V,B) C CI'(V, B)

onde os indices sdo tomados médulo 2. Portanto temos que C/(V, B) € uma algebra Z,-
graduada. Notamos que C¢°(V, B) é uma subélgebra de C/(V, B) e esta é chamada da parte
par de C/(V, B). O subespago C¢*(V, B) é chamado a parte impar de C/(V, B).

Exemplo 2.29. Se B = 0, entdo C{(V, B) coincide com a dlgebra exterior \(V).

Vamos ver agora que se B € ndo nula ainda temos um isomorfismo de C/(V, B) com a

dlgebra exterior de V' porém um isomorfismo como espacos vetoriais e ndo como dlgebras.
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Proposicao 2.30. Existe um isomorfismo candnico entre espacos vetoriais
Q: A(V)— ClV,B),

tal que o mapa Q| Ak(v) € induzido pela aplicacdo
1 .
VXXV (v,..,v) — 7 Z&gn(a)vg(l)...va(k),

onde a soma ¢ feita sobre o grupo simétrico de k elementos.

Corolério 2.31. Seja ey, ..., €,y uma base B, ,,-ortogonal para R™™ C Cl(n,m). Entdo

Cl(n,m) é gerada como dlgebra por ey, ..., €., sujeita as relagoes

20; sei <n

YR
eiej + €j62‘ =
—251‘]‘, se v > n.

Agora vamos introduzir a aplicagdo transposi¢do de C/(V, B). A élgebra tensorial 7'(V)

tem uma involucao natural, definida em elementos simples da seguinte forma
MR QU= UV Q- RUy.
Esse mapa claramente preserva o ideal I e portanto descende a uma aplicacao
()" CUV,B) — CUV,B)

chamada transposta. Notamos que a transposta é um antiautomorfismo ,isto é, (o))" = 't

2.3.1 Os Grupos Pin e Spin

Consideramos agora o grupo multiplicativo das unidades da dlgebra de Clifford, que é
definido como

CO(V.B) = {p € CUV,B) : 3p~" comp~'p=pp~ ' =1}.

Este grupo contém todos os elementos v € V' com B(v,v) # 0. Definimos a dlgebra
de Lie cl(V, B) = (C¢(V, B), [+, ]) onde o comutador [-, -] é dado por

[x,y] = xy — yz.

Entdo utilizando oa Proposi¢ao A.1 temos o seguinte resultado.
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Teorema 2.32. O grupo das unidades C0*(V, B) é um conjunto aberto da dlgebra de Lie
cl(V, B) e define um grupo de Lie de dimensdo 2". Ainda mais, existe um isomorfismo de
dlgebras de Lie entre a dlgebra de Lie de C{*(V, B) e cl(V, B).

O grupo das unidades sempre age como automorfismos da dlgebra, isto €, existe um

homomorfismo
Ad : C*(V,B) — Aut(Cl(V, B))

chamado representacao adjunta, que € dado por
Ady(z) = pap™

Vamos mostra que para elementos de v € V tais que B(v,v) # 0 a representagdo

adjunta € dada de forma simples.

Proposicao 2.33. Sejav € V C CU(V, B) um elemento com B(v,v) # 0. Entdo Ad,(V) = V.
De fato, para todo w € V', temos que

B(v,w)

—Ady(w) =w —2 2.6
() = w— 25 2.6
Demonstragdo. Como v~! = v/B(v,v), temos de (2.4) que
—B(v,v)Ad,(w) = —B(v,v)vwv™
= —vwv
=v(vw — 2B(v,w))
= B(v,v)w — 2B(v,w)v.
|

Corolario 2.34. Se v € V é tal que B(v,v) # 0 entdo Ad, € O(V, B)

Demonstracdo. Utilizando a formula (2.6) vemos que para cada w € V' temos que

Bl B0 )

B(Adv(w)aAdv(w>) B (w_zB( v w B(’U,U)

-0 (o 2] (35

(v,w)  B(v,w)
o < B(0,v) ’B(w)“)
:B(w,w)—z;%’f;mv, )+4@<{;"3> B(v,v) = Blw,w)
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Portanto utilizando a identidade de polarizacao vemos que Ad, preserva a forma B como que-

riamos. u

Note que a equacdo (2.6) nés diz que o operador Ad, é uma reflexdo a menos de um

sinal, entdo para evitar este sinal considerando a representacdo adjunta torcida
Ad : C0X(V, B) — GL(CL(V, B)).

definida por
Ad%’(x) = a(@)‘r@ilu

sendo o o operador definido em 2.5. As seguintes propriedades da representacao adjunta tor-

cida sdo imediatas.

Proposicao 2.35. Temos as seguintes propriedades da aplicagdo Ad:
1. ;Avdmm = Avdwl o ;Avdg,2 para todos @1, ps € CUV, B);

2. ;Avdv = —Ad,, para cadav € V;

3. Xa@ = Ad,, para cada ¢ € CL°(V, B);

4. Ady = 1d.

Corolério 2.36. A representagio adjunta torcida Ad : CC* (V,B) — GL(CL(V, B)) define

um homomorfismo de grupos de Lie.

Agora caminhamos em direcdo a definicdo dos chamados grupos Pin e Spin, que serdo
de grande importancia no decorrer dessa dissertacdo. Para tanto, introduzimos o chamado

grupo de Clifford, e este € dado por:
I'(V,B) = {p € C*(V,B) : Ad,(V)=V}.

Como a aplicagdo ¢ — Atiw ¢ continua e V' C C/{(V, B) é um subespago vetorial, temos que
o grupo de Clifford é fechado em C¢*(V, B), portanto tem uma estrutura de subgrupo de Lie.
Segue diretamente da definicdo do grupo de Clifford que a representacdo adjunta torcida se

restringe a um homomorfismo
Ad : T(V, B) = GL(V),

uma das principais propriedades dessa aplicacdo € resumida na seguinte Proposicao.
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Proposicao 2.37. O niicleo do homomorfismo
Ad : T(V, B) = GL(V)
é exatamente o grupo R*.

Demonstragdo. Como B € uma forma bilinear ndo degenerada em V' podemos encontrar uma
base vy, ...,v, de V tal que B(v;,v;) = 0Vi # je B(v;,v;) # 0 Vi. Suponha que ¢ €

C¢*(V, B) estd no ndcleo de Ad, isto é, a(p)v = vy para cada v € V. Escreva o = ¢q + 1
onde ¢y € um elemento par e ¢; € um elemento impar entdao

POV — P1V = PoU + 1V
logo temos que

Vo = YU

—Vp1 = P1v

2.7)

para cada v € V. Os termos , € ¢; podem ser escritos como expressoes polinomiais em
termo de vy, ..., v,. Sucessivamente usando que v;v; = —v;v; + 2B(v;, vj) = —wv;v; podemos
expressar y como ¢y = ag+ via; onde ag € a; sdo expressoes polinomiais em vs, ..., v,,. Note

que aplicando « nas equagdes acima obtemos que

afag) — via(ar) = alpo)
= Yo

= ap + v1a1,

como «(agp) e a(a;) ndo dependem de v, devemos ter que a(ag) = ag e a(a;) = —ay, logo ag

é par e a; € impar. Entdo fazendo v = v; em (2.7) temos que

2
V1ag + via; = ap —+ v1a1v;

= vV1Qqg — U%CLl

ja que a; € um elemento impar. Portanto 0 = v%al = B(v1,v1)a; ou seja a; = 0. Concluimos
que ¢ ndo envolve o termo v;. Procedendo por indu¢do podemos mostrar que ¢y ndo envolve

nenhum dos termos vy, v, ..., v, € portanto ¢y =t - 1 parat € R.

Um argumento similar mostra que ¢; ndo envolve nenhum dos termos vy, ..., v, € le-
vando em considera¢do que ¢; € um termo impar devemos ter que ¢; = 0. Portanto ¢ =

wo + 1 =t1 € R, mas como ¢ # 0 temos que ¢ € R*. |
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Agora introduzimos o operador norma N : C{(V, B) — C{(V, B) dado por

N(p) = pa(e').
Note que se v € V, temos:

N(v) = va(v')
= va(v)

= —v* = —B(v,v).
A importéncia da aplica¢do norma € evidenciada pela seguinte proposicao.

Proposicio 2.38. A restricdo do operador norma N ao grupo de Clifford I'(V, B) nés da um

homomorfismo de grupos de Lie:
N :T(V,B) —» R*.

Demonstragdo. Primeiro vamos provar que N (I'(V, B)) C R*. Tome ¢ € I'(V, B) entdo por
defini¢do temos que a(p)vp~! € V paracada v € V. Aplicando (-)!, que restrita 2 V' é dada

pela identidade, temos que
(¢")tva(e') = alp)ve
Portanto

v =¢a(p)vp (o)™

= a (a(e)p) v (a(ph)y)

= Ada(pr)p(0).

-1

Portanto, a (') estd no nicleo de Ad. Note que como ¢ € I'(V, B) temos que a(¢!) €
I'(V, B), de fato, dadov € V'

= Ad¢_1(v) eV,

como (-)* é uma involugdo temos o desejado. Logo a(¢")¢ € T'(V, B), entéo pela Proposi¢éo

2.37 temos que a(p')p € R*. Aplicando o temos que

R* 3 ala(e)y) = ¢'alp) = N(¥).
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Como a transposi¢do € um antiautomorfismo resta mostra que se ¢ € I'(V, B) entdo ¢ €
['(V, B), de fato, sejav € V

Portanto temos o desejado.

Agora observe que se p e ¢ pertencem a I'(V, B), entdo utilizando que N (¢), N(¢) € R

vemos que
N(gp) = ppa(¥)a(y")

= eN(¥)a(y)
= N(@)N(¥).

Portanto concluimos que N é um homomorfismo em I'(V, B), para ver N é suave basta notar

que € a composi¢do de aplicagdes lineares o e (+)' e a multiplica¢do do grupo. [

Corolario 2.39. A transformacdo linear AHSD :V =V, para ¢ € I'(V, B), preserva a forma

bilinear B. Portanto temos um homomorfismo de grupos de Lie
Ad:T(V,B) = O(V, B).

Demonstragdo. Para comecar notamos, que N(a(p)) = N(p) para cada ¢ € I'(V, B), de
fato:

jaque N(¢p) € R*. Agora definimos o conjunto V* = {v € V : B(v,v) # 0} notamos que
V> C I'(V, B) e entdo temos que:

N (AHW(U)) N
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Como N(w) = B(w,w) paraw € W, vemos que Avd@ preserva todos os vetores v tais que

—~

B(v,v) # 0. Aplicando Ad,-1 temos que //XVdSD(VX) = V'*, e portanto Xa@ deixa invariante o
conjunto de vetores tais que B(v,v) = 0. [ |

Agora estamos aptos a definir os grupos Pin e Spin do par (V, B).

Definicio 2.40. O grupo Pin relacionado ao par (V, B) é definido como:
Pin(V,B) ={p e I'(V,B) : N(p)==£1}.

E definimos o grupo Spin como a intersecdo de Pin com os elementos pares da dlgebra de
Clifford, i.é,
Spin(V, B) = Pin(V, B) N CL°(V, B).

Primeiramente notamos que como N é uma aplicacio continua e C/°(V, B) é um su-
bespaco vetorial temos que os subgrupos Pin(V, B) e Spin(V, B) sao fechados, portanto sdo
subgrupos de Lie.

Definicao 2.41. Os grupos Pin e Spin associados a dlgebra de Clifford Cl(n, m) sdo denotados
por Pin(n, m) e Spin(n, m). Também denotamos os grupos Pin e Spin relacionados a dlgebra
Cl(n) por Pin(n) e Spin(n).

Agora que ja definimos os grupos Pin e Spin vamos mostrar algumas propriedades des-
ses grupos. A primeiro objetivo serd mostrar que estes grupos definem as seguintes sequéncias

exatas curtas:
0 —s 7y —s Pin(V.B) 2% O(V, B) — 1
0 —s 7y — Spin(V.B) 2% SO(V, B) — 1.
Mas para tanto relembramos o seguinte resultado cldssico envolvendo grupos ortogonais.

Teorema 2.42. (Cartan-Dieudonné) Seja B uma forma bilinear ndo degenerada em um es-
pacgo vetorial de dimensdo finita V. Entdo todo elemento T € O(V, B) pode ser escrito como
o produto de k reflexdes, onde k < dim(V).

Teorema 2.43. Seja V um espago vetorial real com dim (V') = n e B uma forma bilinear nao

degenerada sobre V. Entdo existem sequencias exatas de grupos

0 —s Zy —s Pin(V.B) 2% O(V, B) — 1

0 — Zy —> Spin(V.B) 2% SO(V, B) — 1.
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Demonstragdo. Vamos primeiro estudar o caso Pin(V, B). Para sobrejetividade considere 7" €
O(V, B), entao pelo Teorema de Cartan-Dieudonné e pela Proposicao 2.33, existem vy, ..., v
em I'(V, B) tais que

A\(/iyln_vk = ;Avdvl 0..0 ;Avdvk =1T.

Masparacadaj = 1,..., k, existe t; € Rtal que B(t;v;,t;v;) = %1, portanto N (t1v;...t5v;) =
N(tyvy)...N(tgvg) = £1, e assim tyv;...txv € Pin(V, B). Ainda mais,

Adtlvl...tk’uk = Advl...vk = T?

e temos que 0 homomorfismo Ad: Pin(V, B) — O(V, B) é sobrejetor. Por outro lado suponha
que ¢ € Pin(V, B) estd no nicleo de Ad. Entdo ¢ € R* pela Proposi¢do 2.37, e portanto
©* = N(p) = £1, assim concluimos que Ker(Ad) C Z,.

Por fim, vamos demonstrar o resultado para o caso Spin(V, B), para tanto basta mostrar
que Ad(Spin(V, B)) = SO(V, B). Para ver isso notamos primeiramente que det (Adv> =-1
para todo v € I'(V, B), agora pela discussdo anterior temos que se ¢ € Spin(V, B) entdo

Q= V1...Vk,

onde B(vj,vj) = £1 paracada j = 1, ..., k, mas como ¢ € um elemento par na dlgebra de

Clifford, devemos ter que k£ € um niimero par e portanto
det (AHSO) = det (AHUI) -+ det (Eiv,) =1,
e temos portanto temos que A?i(Spin(V, B)) € SO(V,B). AgorasejaT = Ad,,o... oﬂivk €

SO(V, B) com v;...v4, € Pin(V, B), notamos que como o determinante de 7" é 1 devemos ter

que k é par logo o vetor v;...v; € Spin(V, B) e assim concluimos a prova. |

Agora apresentamos dois coroldrios desse Teorema.

Corolario 2.44. Os grupos Pin e Spin sdo dados por:

Pin(V,B) = {v1..vy € I'(V,B) : N(v;) = =1, onde j =1, ....k};
Spin(V, B) = {vy..vy € I'(V,B) : N(v;) ==£1, onde j =1,....k ek épar}.

Corolario 2.45. Existe um isomorfismo de grupos de Lie ®,, ,, : Spin(n, m) — Spin(m,n)

tal que o seguinte diagrama comuta

Spin(n,m) Bnm, Spin(m, n)

| E

SO(n,m) N SO(m,n)



Capitulo 2. Algebra Linear Generalizada 43

onde o mapa V,, ,,, é definido em (2.2) para alguma aplicag¢do anti-ortogonal T' : R™™ —
R™™,

Demonstragdo. O mapa ®,, ,,, € dado explicitamente por

@,y (V1. 021) = (=) (). T (va),

onde v;...v9, € Spin(n, m). Para ver que esse mapa é um isomorfismo de Lie considere
{e1, ..., €ntm } uma base B, ,,-ortonormal de R™™, entdo temos que E1, ..., £, ¢ uma base
By, n-ortonormal de R™", onde E; = T'(e;). Assim temos que aplicagdo ® : C{°(n,m) —

C¢°(m,n) definida nos elementos da base por

€i1---Cigy F7 (—1)kEl E1z

1o o2k

¢ um isomorfismo de dlgebras, e a restri¢do desse isomorfismo ao grupo Spin(n,m) induz a
aplicagdo ®,, ,,,. Agora resta mostrar que ®,, ,,, satisfaz o diagrama acima, para tanto notamos

que a equagdo (2.6) implica que
\Ijn,m (A\av> = A\aT(v)

para cada v € R™™ tal que B, ,,,(v,v) # 0, entdo concluimos o desejado. |

O Grupo Spin(n)

Agora vamos nos aprofundar no caso Ad : Spin(n) — SO(n) com n > 3, 0 nosso
objetivo vai ser mostrar que o mapa Ad é o recobrimento universal duplo de SO(n), e depois

vamos calcular a dlgebra de Lie spin(n).

Proposicio 2.46. O mapa Ad : Spin(n) — SO(n) é um 2-recobrimento suave.

Demonstragdo. Utilizando o Teorema 2.43 vemos que o mapa Ad : Spin(n) — SO(n) é um
homomorfismo de Lie com niicleo Z,, portanto temos que Spin(n)/Zsy é um grupo de Lie e
existe um isomorfismo de Lie F' : Spin(n)/Z, — SO(n) tal que Ad = F o . Assim basta
mostrar que a projecdo 7 : Spin(n) — Spin(n)/Zy é uma aplica¢ao de recobrimento. Mas
note que o grupo Z, age em Spin(n) por translacdo a esquerda, entdo como o grupo Zs é finito
o Teorema B.5 garante que a projecao candnica € um 2-recobrimento se acao for livre. Mas de
fato, sejag = —1 € Z, e suponhaque g-p = p, para ¢ € Spin(n), logo terfamos que —p = ¢,
e portanto ¢ = 0, absurdo pois ¢ € Spin(n), assim a agdo é livre e temos o desejado. |

Corolario 2.47. O grupo Spin(n) é compacto.
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Para provar que o mapa Ad € de fato o recobrimento universal de SO(n), paran > 3,

temos que estudar algumas propriedades topoldgicas dos grupos SO(n) e Spin(n).

Lema 2.48. Paran > 3, o Grupo Fundamental de SO(n) é isomorfo a ao grupo abeliano Zs.

Demonstracdo. Ver [8], Exemplo 3.2.37 e também [4], Coroldrio 4.1. [ |

Proposicao 2.49. O grupo Spin(n) é conexo por caminhos e simplesmente conexo paran > 3.

Demonstragdo. Primeiro vamos provar que existe um caminho continuo ligando 1 e —1 em
Spin(n), para tanto considere uma base ortonormal {ey, ...,e,} de R" e defina a curva vy :
[0,7/2] — Spin(n), por y(t) = (cos(t)e; + sen(t)es)(sen(t)es — cos(t)e;), entdo notamos

que:

7(0) = ei(—e1) = -1
v(m/2) = ey(eq) = 1.

Claramente a curva 7y € continua, € como visto conecta 1 e —1, assim temos o desejado. Agora
vamos provar que o grupo Spin é conexo por caminhos. Para tanto considere o1, @2 € Spin(n),
como o grupo ortogonal SO(n) é conexo por caminhos, existe um caminho continuo o :
[0,1] — SO(n) tal que, 0(0) = ;A?iw eo(l) = AHW. Agora como Ad é uma aplicagio de re-
cobrimento suave, a Proposi¢do B.7 garante que existe um levantamento o : [0, 1] — Spin(n)
de o, tal que 7(0) = ¢;. Ainda mais, como Ad é um 2-recobrimento a(1) é dado por +¢»,
mas como provamos que exite um caminho conectando 1 e —1 podemos encontra um caminho

conectando (1) a o como o desejado.

Agora para provar que Spin(n) é simplesmente conexo, recorremos ao fato que o grupo
m1(SO(n)) é isomorfo a Z, para n > 3, e portanto utilizando o Teorema B.9 notamos que, a
cardinalidade do grupo fundamental de SO(n) é igual a cardinalidade da fibra do recobrimento

Ad, e como ambas sdo finitas devemos ter que Spin(n) é simplesmente conexo. n

Coroldrio 2.50. O 2-recobrimento Ad : Spin(n) — SO(n) é o recobrimento universal de
SO(n).

Para estudar a 4lgebra de Lie do grupo Spin definimos o seguinte subespaco vetorial de
C(n)
@2(71) =span{e;e; : 1 <i<j<n},

onde {ey, ..., e, } é uma base ortonormal de R"”. Uma vez definido esse conjunto temos o se-

guinte resultado.
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Proposicao 2.51. A subdlgebra de Lie de cl(n) correspondente ao subgrupo Spin(n) C C0*(n)
é dada por:
spin(n) = OO (n).

Em particular, o espaco WQ(n) é fechado para o colchete |-, -|.

Demonstragdo. Por defini¢ao a subdlgebra de Lie spin(n), é dada pelos vetores de C/(n) gera-
dos por vetores tangentes a subvariedade Spin(n) em 1. Fixe uma base ortonormal {eq, ..., e, }
de R” e considere para cadapar i < j acurva~y(t) = (cos(t)e;+sen(t)e;)(sen(t)e; —cos(t)e;),

pelo Corolério 2.44 temos que essa curva estd contida no grupo Spin. Ainda mais, temos

v(t) = (cos(t)e; + sen(t)e;)(sen(t)e; — cos(t)e;)
= cos(2t) + sen(2t)e;e;.

Portanto o vetor tangente a curva em (0) = 1 é dado por 2e;e;. Assim, spin(n) contém o

subespaco vetorial @2(71) Como dim(spin(n)) = in(n — 1) = dim (@2(71)), concluimos

a prova.

24 A Geometriade FF © E*

Todo espacgo vetorial real £ com dimensdao n > 0, induz um espago vetorial split
(E ® E*,(-,-)) como no exemplo 2.4. Os subespagos Lagrangianos de £ & E* sdo chama-
dos de Estruturas de Dirac Lineares, o objetivo dessa secao € se especializar no estudo de tais

estruturas.

Dado um subespago vetorial W C E relembramos que o aniquilador de W € o subes-
pago vetorial W° C E* dado por W° = {¢ € E* : ¢|;, = 0}.

Exemplo 2.52. Seja W C E um subespago vetorial e defina L = W & W°, entdo L é um
subespagco Lagrangiano de E & E*. De fato, note que dim(L) = dim(W) + dim(W?) =
dim(E) = n entdo basta mostrar que é isotrépico mas note que se X,Y € W e &,n € WY
entao

(X +&Y +n) =(Y) +0(X) =0,

portanto L defina uma estrutura de Dirac Linear. Exemplos importantes dessa construgdo sao

os espacos W = {0} e W = E que geram os subespacos Lagrangianos E* e E.

O espaco vetorial £ & E* vem munido de duas proje¢des candnicas nos subespagos £
e £ vamos denotar esses mapas por pg : E & E* — Fepp« : E® E* — E*.



46 A Geometriade E © E*

Lema 2.53. Para cada subespago Lagrangiano L de E & E* temos que:

ker (pg|,) =LNE" = (pE(L))O.

Demonstragdo. A primeira igualdade € trivial. Denote W = pg(L) entdo dado £ € W0 e
Y +n € L temos que

(&Y +n) =&(Y) +n(0) =0,
jadqueY € W, portanto W° C L e entdo W° C L N E* = ker (pg|, ). Por outro lado,
dim(W°) = dim(E) — dim(W)
= dim(L) — dim(pg(L)) = dim(ker (pg|,)),

concluindo a prova. [

Retomamos o conceito de subespacos Lagrangianos transversais, isto €, suponha que
temos L e L, subespacos Lagrangianos de 2@ E* tais que LN L, = 0 entdo dizemos que estes
subespacgos Lagrangianos sdo transversais ¢ denotamos esse fato por Lo h Li, a Proposicdo
2.19 garante que fixado um Lagrangiano L sempre existe um outro Lagrangiano transversal a

este. No proximo exemplo vamos caracterizar os subespagos Lagrangianos transversais a .

Exemplo 2.54. O objetivo desse exemplo é caracterizar todos os subespagos Lagrangianos de
E & E* que sdo transversais a E*, pelo Lema 2.53 isso é equivalente ao mapa pg|; : L — E

ser um isomorfismo linear.

Fixe L C E & E* Lagrangiano tal que L (h E*, entdo a inversa do mapa pg|, é dado
pela aplicacao X — X + AX para uma aplicagdo linear A : E — E*, portanto

L={X+AX : X € E}.
Como L é Lagrangiano temos que para X,Y € E a aplicagcdo A satisfaz
0=(X+AX,)Y + AY) = AX(Y) + AY (X),

ou seja, a aplicacdo A é anti-simétrica, i.é, A* = —A. Mas relembramos que existe uma
bijecdo entre as aplicacoes anti-simétricas A : E — E* e as forma bilineares anti-simétricas

em FE, dada por:
2
/\ Vs {A:E—-E : A"=-A}

w— A: X = 1xw

onde vx é a contracdo pelo vetor X. Portanto L é dado pelo grdfico de w, i.é, L = Graf(w) =
{X 4+ ixw : X € E}, e assim obtemos uma bijecdo entre subespagos Lagrangianos trans-

o . 2
versais a E* e o espago vetorial \” V*.
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Podemos generalizar o exemplo anterior da seguinte forma. Seja L C E & E* um
subespaco Lagrangiano entdo pela Proposi¢do 2.4 existe L' € Lag(F @ E*) talque L & L' =
E @ E* e ainda mais L' é naturalmente isomorfo & L*, assim identificando £ & E* ~ L & L*
e aplicando o Exemplo anterior o obtemos uma bijecdo entre os subespacos Lagrangianos de
E & E* e o espago vetorial /\2 L*, no préximo capitulo vamos mostrar que essas bijecoes
induzem uma estrutura de variedade diferencidvel na Grassmanniana Lagrangiana de £/ & E*.

Agora vamos apresentar uma importante caracterizacdao dos subespacgos Lagrangianos.

Exemplo 2.55. Seja W C E um subespago qualquer e w € /\2 W*, entdo definimos
LW,w)={X +i1x0+& : X eW,e& e W},

onde 5 € N\° E* é qualquer 2-forma que estende w. Note que L(W,w) estd bem definido,
i.é., ndo depende da extensdo de w, de fato seja 0 outra extensdo de w entdo defina n(X) =
Lx (W — W) assimdado X € W e & € WO temos que

X+ ixw+E&=(v+1x0)+ (n(X)+¢) € LW, w).

Agora vamos mostra que L(W,w) é um subespaco Lagrangiano, tome X, Y € W e &,n € WY

entao

<X + Lx(:&, Y + Lya> = (LX{,~0)<Y) + (Ly@)(X)
= w(X,Y) +w(Y, X) + EX) +5(Y)
= 0.

Portanto temos que L(W,w) C L(W,w)*. Agoratome X +& € L(W,w)*, comon € L(W,w)
para cada ) € W' temos que

0=(X+&n) =nX),

assim vemos que X € W. Por outro lado para cadaY € W temos que Y + 1yw € L(W,w)

entdao
0= (X +&Y 4 1y@) = (€ — 1x@)(Y),

e entdo & — 1xw € WP, concluimos que X + & € L(W,w) o que implica o fato de L(W, w) ser

um subespaco Lagrangiano.

O exemplo anterior mostra que dado W C Few € /\2 W* podemos construir um
subespaco Lagrangiano L(W, w), agora vamos mostrar que todo subespago Lagrangiano é da
forma L(W,w) paraum W C Eew € \> W™
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Teorema 2.56. Para cada L € Lag(E & E*) existe um tinico subespaco W C E e uma tinica
2-forma w, tais que L = L(W,w). Ainda mais, o par (W, w) é definido por W = pg(L) e
w(X,Y)=&Y)=—n(X), para, X + £, Y +n € L.

Demonstragdo. Fazendo W = pg(L) temos pelo Lema 2.53 que ker (pp|,) = W° C L,

portanto obtemos uma sequéncia exata de espagos vetoriais
0 WS L2 W -0,

onde i : WY — L € a inclusdo. Como toda sequéncia exata de espagos vetoriais € separdvel
temos que existe uma aplicacdo linear ¢ : W — L tal que go pg|, = Ide L = W° & ¢(W).
Portando devemos ter que existe uma aplicagdo linear A : W — E* tal que ¢(X) = X + AX.

Fixando um ¢ dessa forma o subespaco Lagrangiano L pode ser descrito como:
L={X+AX+¢: XeW, EeWo)

Como L é Lagrangiano devemos ter que AX(Y) + AY(X) = 0 para cada X,Y € W por-
tanto temos que aplicacdo W > X — AX|,, € W* ¢ anti-simétrica entdo podemos ver essa
aplicacdo como uma 2-forma w € /\2 W*, portanto tomando uma extensao w € /\2 E* dew
temos que que para cada vetor X € E o funcional AX — ¢xw estd contido no anulador de W

portanto:

L={X+AX+¢: XeW, EcW'
={X+ixo+&: XeW, €W

Resta mostra que w(X,Y) = &(Y) = —n(X), para X + £, Y + n € L. De fato, dados
X1+ &1, Xo + & € L temos que existe 7; € WY tal que &; = 1y, + n; para i = 1,2, portanto
&1(X2) = w(X7, X») e da mesma forma & (X;) = w(Xs, X1) como o desejado. |
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Capitulo 3

VARIEDADES DE GRASSMANN

O objetivo desse Capitulo € estudar as propriedades geométricas da Grassmanniana La-
grangiana associada a um espacgo vetorial split. Para tanto, comecaremos com uma revisao
de conceitos bésicos de Grupos de Lie e acdo de Grupos, essa revisao € baseada em [3]. Em
seguida, partiremos para o estudo da geometria da Grassmanniana Lagrangiana, que em boa

parte serd uma adaptagdo, para o caso Split, dos resultados obtidos em [8].

3.1 Acao de Grupos e Variedades Homogéneas

Uma ferramenta muito ttil para estudar variedades suaves sdo as acdes de grupos de
Lie, dedicamos essa se¢do para revisar alguns resultados importantes desta teoria. Se GG é um
grupo e M € um conjunto, uma a¢do a esquerda de G em M € uma aplicagdo G x M — M,

usualmente escrita como (g, p) — g - p, que satisfaz:
e g1-(92-p) = (g9192) - p- Paratodo g1,90 € Gep € M,
e c-p=pparacadap € M.
Onde e € G denota o elemento neutro. Uma agao a direita é definida de maneira ané-
loga. Se G' € um grupo de Lie e M uma variedade suave a acdo € dita suava se a aplicacdo

G x M — M (ou M x G — M) é suave. Neste caso, M € dita um G-espaco. Suponha que

temos uma acdo G x M — M, entdo dados g € GG obtemos uma aplicacio
Bp: G — M (3.1)
g—=g-p
e para cada g € (G obtemos uma bije¢ao:

Yg: M — M

p—g-p.
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Note que se a acdo dada for suave entdo paratodop € M e g € G temos que 3, € suave

e 74 € um difeomorfismo.

Uma acgdo a direita sempre pode ser convertida a uma a¢do a esquerda pelo truque de
definir g - p sendo p - g~!. Entdo, qualquer resultado sobre a¢des a esquerda pode ser traduzido
para um resultado sobre a¢des a direita. Agora apresentamos alguns notagdes cldssicas sobre

acdes, suponha que G x M — M ¢é uma acdo de um grupo G em um conjunto M.

e Para p € M, a o6rbita de p, denotada por GG - p, é o conjunto de todas as imagens de p

sobre a agdo de elementos de G:
G-p={g9-plgeGh

e Para cada p € M, o estabilizador de p, denotado por GG, € o subconjunto de GG que fixa
p:
Gy={9€G|g-p=p}

A defini¢do de agdo garante que (G, € um subgrupo de G.
e A aglo é dita transitiva se para cada de pontos p,q € M, existe g € G talque g - p = q.

e A acdo é dita livre se g - p = p para algum p € M implica que g = e, ou equivalente se
todo subgrupo estabilizador € trivial.

e A acdo é dita efetiva se g - p = p para todo p € M implica que g = e.

Exemplo 3.1. Se H é um subgrupo de G, denotamos por G /| H o conjunto de cosets a esquerda
de H em G, isto é
G/H ={gH : g€ G}.

Temos uma agdo natural de G em G /H dada por:
GxG/H - G/H (3.2)
(91, 92H) = (g192)H;

estd acdo é chamada de agdo por traslagdo a esquerda de G em G/H. Esta acdo é sempre

transitiva.

Se G age em M e G, € o estabilizador de p € M, entdo a aplicagdo 3, em (3.1) passa

ao quociente e define uma bijecao:
Bp: GGy — G p (3.3)

dada por 3,(9G,) = g - p.
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Definicao 3.2. Dada agcées de G em M em N, dizemos que o mapa ¢ : M — N é G-

equivariente se:
¢(g-p) =g (),

para cada g € G ep € M. Se ¢ é uma bijecdo equivariente, dizemos que ¢ é um isomorfismo

equivariente.

A bijecdo 3, € um isomorfismo equivariente quando consideramos a acdo de G' em

G/ G, por transi¢do a esquerda e agdo de G em G - p obtida pela restricdo da acdo de G em M.

Deste momento em diante assumimos que GG € um grupo de Lie e M € uma variedade
suave, e vamos assumir também que GG age de forma suave em M. Neste contexto um resultado

de grande utilidade € o seguinte:

Teorema 3.3. Seja G um grupo de Lie e seja H um subgrupo fechado de G. Entdo o espaco
G/H é uma variedade topolégica de dimensdo igual a dim G — dim H, e possui uma tinica
estrutura de variedade diferenciavel tal que a aplicagdo quociente 7 : G — G/H é uma
submersdo suave. Ainda mais a acdo de G em G /H dada por g, - (9oH) = (g192) H é suave e

transitiva.
Demonstragao. Ver [3], Teorema 21.17. |

Ainda mais, o niicleo da aplicag@o dr(e), onde e € G € o elemento neutro, é preci-
samente a dlgebra de Lie h de H, entdo o espago tangente de G/H no ponto eH pode ser
identificado com o espago quociente g/b, onde g é a dlgebra de Lie de G.

Por continuidade, para cada p € M, o estabilizador de p € um subgrupo fechado de GG, e
utilizando o resultado anterior podemos induzir uma estrutura diferenciavel em G /G, e pode

ser mostrado que o mapa ng — g - m €é uma imersao suave, entdo obtemos o seguinte:

Proposicao 3.4. Se G é um grupo de Lie que age de forma suave na variedade M, entdo para
cada p € M a orbita G - p tem uma tinica estrutura de variedade suave tal que o mapa (3.3)
¢ um difeomorfismo, com tal estrutura G - p é uma subvariedade imersa de M, e o espaco

tangente de T,,(G - p) coincide com a imagem do mapa
dBy(e) : g — T,M,
onde 3, é a aplicagdo definida em (3.1).

Dois resultados de grande utilidade desta Proposi¢ao sao os seguintes:
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Corolario 3.5. Sejam M, N variedades e G um grupo de Lie que age de forma suave em M e

N. Se a acdo de G em M é transitiva, entdo toda aplicacdo equivariente ¢ : M — N é suave.

Coroléario 3.6. Se G age de forma transitiva em M, entdo para todo p € M o mapa (3.3) é um

difeomorfismo suave de G |G, em M, em particular o mapa 3, é uma submersdo suave.

No caso que a a¢do € transitiva, quando identificamos G/ G, com M pelo difeomorfismo
(3.3), dizemos que p € o ponto base dessa identificacdo e que M € uma variedade homogénea.
Agora estudamos as condicdes para que a subvariedade GG - p de M seja uma subvariedade

mergulhada. Para tanto precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.7. Seja X um espago topologico e S C X um subconjunto. Dizemos que S é

localmente fechado se S é dado pela intersec¢do de um conjunto aberto e um fechado de X.

Teorema 3.8. Seja G um grupo de Lie agindo de forma suave na variedade M. Dado p € M,
a orbita G - p é uma subvariedade mergulhada de M se e somente se G - p é localmente fechada
em M.

Concluimos esta se¢do com alguns resultados relacionados com fibragdes.

Definicao 3.9. Dadas variedades F, E e M e uma aplica¢do suave 7w : 2 — M, dizemos que

m é uma fibracdo suave com fibra tipica F' se para todo b € B existe um difeomorfismo:
a:7 N U)—-UxF

tal que ™ o v = 7T’7T_1(U), onde U C B é uma vizinhanga abertadebem : U X F — U éa
projecdo no primeiro fator. Neste caso dizemos que o é uma trivializagdo local de ™ em torno
de b.

Teorema 3.10. Seja G um grupo de Lie e H, K subgrupos fechados de G com K C H, entdo

o mapa:
p:G/K — G/H

dado por p(gK') = gH é uma fibragdo diferenciavel com fibra tipica H/ K.

Demonstragdo. Ver 8], Teorema 2.1.14. [ |

Corolario 3.11. Sobre as hipoteses do Coroldrio 3.6, a aplicagdo [3, : G — M é uma fibragdo

suave com fibra tipica G,,.

Demonstracdo. Ver [8], Coroldrio 2.1.15. [ |
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Corolario 3.12. Seja [ : G — G' um homomorfismo de grupo de Lie e sejam H C G, H' C G’
subgrupos fechados tais que f(H) C H', considere o mapa:

f:G/H—-G/H
induzido de f pela passagem ao quociente. Se f é sobrejetor, entdo f é uma fibragdo suave

com fibra tipica f~(H')/H.

Demonstragao. Ver [8], Coroldrio 2.1.16. [ |

3.2 Geometria das Grassmannianas

Nesta secao vamos estudar a geometria das Variedades de Grassmann. Primeiramente
sejam n, k inteiros fixos comn > 0e 0 < k < n, a Grassmanniana de subespagos k-
dimensionais de R™ € o conjunto de todos os subespacos k-dimensionais de R", e denotamos

a Grassmanniana por Gy (n).

Nosso objetivo serd descrever um atlas suave para G/ (n). Para tanto considere um par de
subespacos de R", W, e W; onde R" = W, & W; e com dimensdes k e n — k respectivamente.

Para cada operador linear 7" : W, — W3, o gréfico de 1" € dado por:
Gr(T)={v+T() : veWy}.

Note que para cada operador 7" temos que G (1) € Gi(n), ainda mais temos que Gr(7") N
Wy, = {0}. A observagdo central é que dado um subespago W transversal a W, existe
um operador linear T : W, — W, tal que W = Gr(T). Assim definido GY(n, W;) =
{W € Gi(n) : WnW; ={0}}, obtemos uma bijecao:

Swow, : Gr(n, W) — Lin(Wy, W), (3.4)

dada por ¢y, w, (W) =T onde W = Gr(T).

De forma mais concreta, se my € m; denotam as projecdes em I e 117 com relacdo a

decomposi¢do R™ = Wy @ Wy, entdo o operador T' = ¢y, w, (W) é dado por:
T = (mlyw) o (moly,)

Note que a condi¢do de W ser transversal a 1/ € equivalente a condigdo de 7|y, ser

um isomorfismo entre I e W,. Agora vamos mostrar que a cole¢do de mapas ¢y, 1w, , para
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decomposigdes de R™ com dimensao de W) igual a k, define um atlas suave para G (n). Para
tanto vamos estudar as fungdes de transicdo entre estas cartas. Para tanto fazemos a seguinte
definicao:

Definicao 3.13. Dados subespagos Wy, Wi, W1 C R” tais que R" = Wy, & Wy = W) & Wy,
definimos a aplica¢do

dada pela restri¢do a W, da projecao em W relativa a decomposi¢do R™ = W/} & Wj.

Wh

Wo, W
ainda mais temos o seguinte diagrama comutativo de isomorfismos

Wh

E fécil ver que o mapa 7 W Wo?
0

€ um isomorfismo e a sua inversa € dada por 7 e

R™ /Wy
N
'
W " W
Twowy

onde ¢ : R® — R™ /W é a aplica¢do quociente. Assim temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.14. Sejam Wy, W, W, C R" subespagos tais que R" = Wy & W, = W] & W,

e seja Ty a projecdo em Wy relativa a decomposi¢do R" = W & W,. Entdo temos que:

Swiw © (D) (D) = (il + 1) 0 myg!t - (3.5)

Demonstragdo. Primeiramente note que o dominio das aplica¢des ow; w, € ¢wy,, w, coincidem.
Seja T' € Lin(Wy, Wy) e defina W = Gr(T), entdo

dwiw, © (bwywy) " (1) = dwiw, (W) = (wly) o (mgly) ™

onde 7, € a proje¢do em W/ relativa a decomposicdo R™ = W/ & W;. Portanto basta estudar o
operador (7} |y,) o (7)) ', para tanto tome w € W, logo podemos escrever w = a + b onde
a € Wyebe W, assim

w=a+T(a)+b—"T(a),
como a € Wy temos que a + T'(a) € W eb — T(a) € W;. Portanto w + T'(a) — b é a
decomposi¢do de a+7'(a) com relagdo a R” = W)@ W, logo 7 (a+T(a)) = w. Concluimos
entao que

(mlw) ™ = (Td +T) o moly, = (Id+T) o my .

por fim compondo com o mapa 7} ’Wo obtemos o desejado.
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Proposicao 3.15. Sejam Wy, W1, W] C R™ subespacos onde dim(Wy) = ke R = Wy @
Wy = Wy @ W. Entdo dado T € Lin(Wy, Wy) temos que Gr(T) € GY(n, W) se e somente
se o mapa Id + (mg|y,, ) o T é inversivel. Ainda mais, se Gr(T) € GY(n, W]) entdo:

Swowy © (dwomy) ™ (T) = 1332 4y 0 T 0 (Id + (molyy,) 0 T) 7 (3.6)

Demonstragdo. Primeiro suponha que 7' € Lin(Wy, W) é tal que Gr(T) € G{(n, W), i.€.,
Gr(T) N W = {0}. Sejav € W, tal que (Id + (mp|yy,) © T')(v) = 0, se mostrarmos que
v = 0 temos que a aplicacdo € injetiva entdo por uma questdo de dimensdo o mesmo serd
isomorfismo. Sejam a € Wy e b € W{ com T'(v) = a + b entdo:

(Id+ (mo|y,) 0 T)(v) = v +a.

Por hipétese temos entdo que v = —a, aplicando 7" vemos que: a +b = T'(v) = —T'(a), 0 que
implica que —b = a + T'(a), por consequéncia b € Gr(T) N W/, logo b = 0, disto concluimos
que T'(v) = a, isto é, a € Wy N W, = {0}, finalmente v = —a = 0.

Agora suponha que Id + (|, ) o T' € isomorfismo, tome w € Gr(T') N W7, entdo
existe a € Wy tal que w = a + T'(a), logo (7p)|yy, (T'(a)) = —a. Assim:

(Id + (76) |y, o T)(a) = a + (—a) = 0,

consequentemente a = 0 e w = 0 como queriamos.
Resta mostrar a identidade em (3.6), para tanto tome 7' € Lin(W,, W;) tal que W =
Gr(T) € G%(n,W;). Entdo temos que

dwow: © (dwowy) " (1) = dwowi (W) = (7h]yy) o (moly) ™

onde 7(, e 7} sdo as proje¢des relacionadas a decomposi¢do R™ = W), & WW/]. Basta portanto
estudar o mapa (7r(’)|W)_1, para isto tome w € W) entdo pelo que vimos anteriormente existe
u € W, tal que:

w = (Id+ (w)lyy, © T) () = u -+ (T ().

Mas como u € Wy,
To(u + T (u)) = u+ mo(T(u) = w.

Assim temos que:
(molyw) ™ (w) = (Id + (mo) |y, © T) ™ (w) + T((Id + (7o) |y, © T) ™ (w)),

entdo aplicando o mapa 7 |;;; obtemos o desejado. |



56 Geometria das Grassmannianas

Portanto mostramos o seguinte:

Proposicao 3.16. O conjunto de todas as cartas oy, w, in Gi(n), sobre os conjuntos (W, W)

que formam uma decomposigdo de R"™ com dim (W) = k, é um atlas diferencidavel para G (n).

Demonstracdo. A Unica passagem nao trivial da demonstracdo € a compatibilidade entre as
cartas no caso geral, isto €, entre cartas da forma ¢w, w, € dw; wr, mas este segue da compatibi-
lidade de o, w, com dw; w, € dw; w, com oy, wy, utilizando um argumento de transitividade

notando que ¢w, w; € Py w, tem o mesmo dominio. |

Finalmente provamos que G (n) é uma variedade suave.

Teorema 3.17. O atlas suave na Proposi¢cdo 3.16 faz de Gy (n) uma variedade suave de di-

mensdo k(n — k)

Demonstracdo. Se dimensao de Wy € k e a dimensdo de W, é n — k temos que a dimensdo
de Lin(Wy, W;) é k(n — k). Resta mostrar que a topologia induzida pelo atlas ¢ Hausdorff
e segundo contdvel. A propriedade de ser Hausdorff segue do fato que dado dois subespa-
cos k-dimensionais em R" sempre conseguimos um complementar comum ao dois, logo dado
dois pontos na Grassmanniana conseguimos uma carta que o dominio contem esses pontos. A
propriedade de ser segundo contdvel segue do fato que, se consideramos o conjunto finito de
cartas ¢y, w, onde W, e W; sdo gerados por permutagdes de elementos da base candnica de

R™ obtemos um atlas suave de dimensao finita para G (n). [

3.2.1 O espaco tangente a Grassmanniana

Nesta se¢ao vamos descrever o comportamento do espaco tangente 71y G (n) para W €
Gr(n), vamos mostrar que este pode ser identificado naturalmente com o espago Lin (W, R"™ /).
Para tanto relembramos a defini¢ao do funtor Lin (-, -).

Definicdo 3.18. Dados espagos vetoriais V, W, Vy, Wy e um par (L, M) de operadores lineares,
com L € Lin(Vy,V)e M € Lin(W,W,), definimos o novo operador:

Lin (L, M) : Lin(V,W) — Lin(Vy, W;)

por:
Lin(L,M)(T) =M oT o L.
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Para descrever o comportamento do espago tangente da Grassmanniana vamos primeiro

estudar a diferencial das fun¢des de transi¢des das cartas construidas anteriormente.

Lema 3.19. Sejam W, Wy, W/ C R" tais que dim(W') = k. Ainda mais, considere a aplicagdo
Y : U — Lin(W, W) dada por:

Y(T) = myy, wy 0 T o (Id+ (mply,) o T) 7,
onde U é dado por:
U={T:W =Wy : (Id+ (n(ly,) o T) : W — W é ndo singular} .
Entdo temos que, di)(0) = Lin (Id, ngVVhW{)

Demonstragdo. A ideia da demostracdo é escrever o mapa ¢ em termos de aplicacdes que
conhecemos a diferencial, para tanto considere os seguintes mapas £ : U — Lin(W,W]) e
¢: U — GL(W) dados por: {(T) = n&,"hW{ oTe((T) = (Id+ (mfly,) oT)~". Entdo temos
que:

(T) = B(E(T), (1)),
onde B é aplica¢do composi¢ao. Dado V' € Lin(W, W) é facil ver que: d€(0)-V = nvwljl,wl’ oV.
Portanto, utilizando o fato que B € bilinear temos que:

dy(0) -V = B (d§(0) - V. ¢(0)) + B (£(0),dc(0) - V)
= B (d&(0) -V, Id) + B (0,d¢(0) - V)
:77%,1/1/{ oV.

Como queriamos demonstrar. |

Proposiciao 3.20. Seja W € Gi(n) e Wi um complementar de W em R™. Denote por q, :

Wy — R™ /W a restri¢do da aplicagdo quociente em R" /W . Entdo temos um isomorfismo:
O isomorfismo acima ndo depende da escolha de complementar W1.

Demonstragdo. Como ¢; € um isomorfismo € ¢y, € uma carta em torno de W, € claro que
(3.7) € um isomorfismo. Resta mostrar que este nao depende da escolha do subespago comple-

mentar V7.
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Para tanto, considere W] outro subespago complementar a . Entdo utilizando que
dw.w, (W) = ¢wwi (W) = 0 e o Lema anterior temos que o seguinte diagrama comuta:

Tka (n)
dd)w %W{(JW)
Lin(W, Wy) Lin(W,W7}).

Lin (Id,nvv“jl’w,
Portanto temos que:
Lin (1d, q;) o déw,w;(W) = Lin (Id> ¢, ° UVVEI,W{> o doww, (W),

onde ¢; denota a restricdo a W] da aplicagdo quociente em R™/TV. O resultado segue entdo do

fato que o seguinte diagrama também € comutativo:

”V‘% W ,
Wl Wl
R" /1

Agora nosso objetivo € utilizar a identificacdo construida anteriormente para estudar a

diferencial de curvas sobre a Grassmanniana. Mas precisamente temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.21. Seja W : I — Gi(n) aw : I — R curvas definidas em um intervalo 1
contendo ty, ambas suaves em t = t,. Suponha que w(t) € W(t) para cada t € I. Entdo

temos que:
W'(to) - w(to) = [w'(to)] € R"/W(to),

onde nos identificamos W'(ty) com um elemento em Lin(W (ty), R /W (ty)), usando o iso-
morfismo (3.7).

Demonstragdo. Defina Wy, = W (ty) e tome WW; um subespago complementar de W, em R™.
Defina a aplicagdo 7' = ¢w, w, oW, entdo para t suficientemente perto de ¢, temos que W (t) =
Gr(T(t)). Denotando por 7 a projecdo em W relativa a decomposi¢do R" = Wy & Wy, e
definido u = 7y o w temos que:

w(t) = u(t) +T(t) - u(t), (3.8)



Capitulo 3. Variedades de Grassmann 59

para ¢ suficientemente perto de ¢,. Lembrando que T" = ¢y, w, © W, obtemos que 7"(ty) =
dow, w, (W), portanto utilizando a isomorfismo em (3.7) vemos que W' (¢;) € identificado

com:
Lin (Id, q1) o dpw,w,(Wo) - W'(to) = q1 o T"(to) € Lin(W (ty), R" /W (1)),
onde ¢; € arestri¢do a W, da aplicacdo quociente a R /TV. Resta mostrar que:
0 (T'(to) - w(to)) = [w'(to)]-
Mas diferenciando (3.8) em ¢ = ¢, e notando que 7'(¢y) = 0, u(to) = w(ty), obtemos que:
w'(to) = /(o) + T (to) - w(to),
a conclusdo segue aplicando o operado ¢; na identidade acima e do fato que u/(ty) € Wy. W

Observacio 3.22. Dada uma curva W : I — Gi(n), to € I e um vetor wy € W (ty), sempre
conseguimos achar uma curva t — w(t) definida em uma vizinhanga de t, tal que w(t) € W (t)
de tal forma que w(t) tenha a mesma regularidade de W (t). De fato, para t préximo de t,
escrevemos W (t) = Gr(T(t)) utilizando uma carta local, como na proposi¢do acima, e entdo

definimos w como w(t) = wo + T(t) - wo.
Agora utilizamos essa ferramente desenvolvida para calcular a diferencial de uma carta
dw,.w, em um ponto de seu dominio utilizando a identificacdo Ty Gy(n) ~ Lin(W,R™/W).

Lema 3.23. Considere uma decomposi¢cao R" = Wy & Wy, com dim(Wy) = k, e seja W €

G (n, W1). Entdo a diferencial da carta ¢y, w, em W é o operador:
Lin (nyy! o ar )« Lin(W,R* /W) — Lin(W,, W1),
isto é:
dowow, (W) - Z =q; o Zonyt y, Z € TwGi(n) = Lin(W,R"/W).
Onde q, é a restri¢do da aplicagdo quociente de R" /W a W1.
Demonstracdo. Seja Z € TyGr(n) ~ Lin(W,R"/W), entdo tome I" : I — Gg(n) uma

curva suave tal que I'(0) = W e I"(0) = Z tal que imI estd contida no dominio de ¢y, w, .
Escreva T'(t) = ¢w, w, (I'(t)), portanto I'(t) = Gr(T'(t)) e T'(0) = dow,w, (W) - Z.

Sejaw € W = Gr(T(0)), entdo existe wy € Wy com w = wy + T'(0) - wy. Definindo
acurva y(t) = wy + T'(t) - wy em R™ temos que () € ['(¢) para todo . E pela proposi¢do
anterior:

Z-w=T(0)-w = [y(0)] = [T"(0) - wo] .
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Observando que wy = n%lwo (w) concluimos que:
Z=qoT(0)o va‘[;,lwo-

Assim temos o desejado. [

3.2.2 A Grassmanniana como Variedade Homogénea

Nessa se¢do vamos mostrar que existe uma ag¢éo natural do grupo GL (n, R) em G(n).
Ainda mais, vamos mostrar que esta agdo € suave e a sua restricdo a SO (n) é transitiva, assim

podemos provar que a variedade de Grassmann pode ser vista como uma variedade homogénea.

Cada isomorfismo linear A € GL (n,RR) define uma bijecdo de G(n) que associa a
cada subespaco W € Gy (n) a sua imagem A(W), essa bijecdo serd denotada por A. Portanto
temos uma ac¢do de GL (n, R) em Gy (n) chamada de a¢do natural de GL (n, R) em Gi(n).

Vamos comegcar provando que esta acio € suave:

Proposicao 3.24. A agdo natural GL (n,R) x Gi(n) — Gi(n) é suave.

Demonstracdo. Para ver que esta € suave calculamos a aplicacdo em termos de cartas locais.
Sejam A € GL (n,R) e W, € Gi(n) fixos. Entdo tome 1¥; um subespaco complementar a
Wy e A(W,), desta forma o dominio da carta ¢y, w, contém W, e A(W;). Vamos calculamos
dwown (B(W)) para B em uma viz. de A e W em uma viz. de W;. Para tanto defina 7' =
dwow, W) e S € Lin(Wy, B(W)) por S(u) = B(u) + B(T(u)), é fcil ver que S é um

isomorfismo portanto temos que:

Pwowr (B(W)) = (771|B(W)) © (771|B(W))_1
= (Tl gy © ) o (Tl gy © S)™

= (Bio+ Bi1oT) o (B + By oT) .

Onde B;; denota os operadores ; o B|W]- e m, ¢ = 0,1 denota as projecoes em W,

relativas a decomposicao R" = W, @ W;. Portanto da equagao
¢WO,W1 (B(W)) = (Blo + B0 T) o (BOO + By © T)_l,

concluimos que a acdo € suave. [

Agora vamos ver que esta acdo € transitiva:
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Proposicio 3.25. A acdo natural de SO (n) em Gy (n), obtida restringindo a acdo natural de
GL (n,R), é transitiva.

Demonstragdo. Sejam W, W' € G (n) fixos, tome {b;}7_, e {b’}_, bases ortonormais de R"
tal que {b;}*_, é base de W e {}"_, € base de IW’. Possivelmente substituindo b; por —b;,
podemos assumir que estas duas bases definem a mesma orientacao em R". Portando definido
o isomorfismo A por A(b;) = b para j = 1,...,n temos que A € SO (n) e em particular
A(W) = W, portanto a ac¢do € transitiva. [ |

Corolario 3.26. A Grassmanniana Gy(n) é difeomorfa a variedade homogénea
O (n)
O(k)xO(n—k)

Em particular a variedade de Grassmann é compacta e conexa.

Demonstracdo. O estabilizador do ponto R* @ {0}"~* pela a¢do de O (n) é dado pelo grupo
de operadores ortogonais que deixam os subespagos R* @ {0}"~* e {0}* & R"* invariantes, é
possivel mostrar que este grupo é isomorfo a O (k) x O (n — k), a conclusdo segue do Coroldrio

3.6 e da proposi¢do anterior. |
Agora vamos estudar algumas consequéncias da representacdo de G (n) como varie-
dade Homogénea.

Proposicao 3.27. Em uma vizinhan¢a U de qualquer ponto de Gi(n) podemos definir uma
aplicagdo suave A : U — GL (n,R) tal que

AW) (RF @ {0}" %) =W
para todo W € U.

Demonstragdo. Como a agdo natural de GL (n, R) na Grassmanniana € suave e transitiva segue
do Coroldrio 3.6 que a aplicacao:

GL (n,R) > B+~ B (RF @ {0}") € Gy(n)

¢ uma submersao, portanto o mapa A que queremos € simplesmente uma se¢do local desta

submersao. |

Corolério 3.28. Em uma vizinhanca aberta U de qualquer ponto de G.(n) existem aplicacdes
suaves:

Zier :U = Lin(R*,R"*) e Z;,, : U — Lin(R*,R")
tais que W = Ker (Zy,,p(W)) = Im (Z,,(W)).
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Demonstragdo. Seja A como na proposi¢do anterior e defina Zyo, = mo A(W) ' e Z;y, =
A(W) o, onde 7 : R — R"* ¢ a projecdo nas tltimas n — k coordenadas e « : R¥ — R" ¢

inclusdo das primeiras k coordenadas. [ |

Coroléario 3.29. Seja S C R"™ um subespago e r € 7. um inteiro ndo negativo, entao o conjunto
de subespacos W € Gi(n) tal que dim(W N S) < r é aberto em Gy(n).

Demonstragdo. Nosso objetivo é mostrar que o conjunto G(S,r) = {W : dim(WnNS) <r}
¢ aberto, para tanto fixe W, € Gy(n) agora tome U > W, uma vizinhanga aberta de W, onde
estd bem definida a aplicagdo Zy, : U — Lin(R", R"~*). Para cada W € U temos que:

WnS = Ker (ZKer’s) ;

entdo W € G(S,r) se e somente se o posto do operador Zg | ¢ € maior que dim(S) — r.
Assim derivamos uma condi¢@o aberta para definir o conjunto G(S, ) NU, isto &, o conjunto
G(S,7)NU é dado pelaimagem inversa do conjunto aberto {1 € Lin(S,R"*) : posto(T) >
dim(S) — r} pelo operador suave W +— Zyo.(W)

- portanto um conjunto aberto. |

Agora vamos calcular a diferencial da ac@o natural de GL (n, R) em Gg(n).

Proposicao 3.30. Para A € GL (n,R), considere o difeomorfismo de Gi.(n), denotado por ® 4,
dado por W — A(W). Para W € Gy(n), o diferencial de ® » em W ¢é dado pelo operador:

Lin ((Aly) ™", A) : Lin(W,R"/W) — Lin(A(W),R"/A(W))
definido por Z — Ao Z o (A|W)71, onde
ARY/W — R"JAW)
¢ induzida por A pela passagem ao quociente.

Demonstragdo. Sejat — W (t) uma curva suave em G (n) tal que W(0) = W e W'(0) = Z.
Considere v € W e tome uma curva suave ¢t — w(t) tal que w(0) = v e w(t) € W(t) para
todo ¢. Agora definimos novas curvas y e I por () = A-w(t) e I'(t) = ®4(W(t)), portanto
v(t) € I'(t) para todo ¢. Ainda mais, temos que d® (W) - Z = I"(0) e pela Proposicao 3.21
temos que:

['(0) - 7(0) = [7/(0)] = [A(w/(0))] € R"/A(W),

Novamente pela Proposi¢cdo 3.21, obtemos:

W(0) - w(0) = [w/'(0)] € R"/W.
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Combinado as expressdes acima e notando que w(0) = v, temos que:

(dPA(W) - Z) - A(v) = I'(0) - A(v)
= [A(w'(0))]
= A [w'(0)]
= A (W'(0) - w(0))
=A-(Z-v).
Concluindo a demonstragao. |

Proposicao 3.31. Para W € Gy(n), a diferencial da aplicagdo:
Bw : GL (n,R) — Gi(n)
dada por Py (A) = A(W) é:
dBw(A)- X =qoXo A—l\A(W),

para cada A € GL (n,R), X € Lin(R"), onde q : R* — R"/A(W) é aplicagdo quociente.

Demonstragdo. Sejat — A(t) uma curva suave em GL (n,R) com A(0) = Ae A(0) = X.
Fixe v € W, segue entdo que ¢t — w(t) = A(t)(v) é uma curva suave em R" tal que w(t) €
W (t) para todo ¢, onde W (t) = By (A(t)). Entdo pela Proposi¢do 3.21 temos que:

W(0) - w(0) = [w'(0)] = [X(v)] € R*/A(W).
Assim obtemos que:
(dBu (A) - X) - Aw) = W(0) - A(v) = q(X (v)).
Como queriamos demonstrar. |

Observacao 3.32. Finalizamos esta se¢do com a observagdo que a teoria de Grassmannianas
de subespacos de R" desenvolvida nessas ultimas secoes pode ser generalizada de maneira

obvia para qualquer outro espaco vetorial real de dimensdo finita.

3.2.3 Grassmanniana Lagrangiana

Nesta secdo vamos mostrar que o conjunto £ de todos os subespacos Lagrangianos de
um espago vetorial split (V, B) de dimensgo 2n é uma subvariedade da Grassmanniana de todos
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os subespacos de dimensao n de V. O conjunto A é chamado de Grassmanniana Lagrangiana
de (V, B). A teoria desenvolvida nesta sec¢do serd de grande utilidade para definir e estudar

propriedades do Indice de Maslov.

Pelo resto desta se¢do iremos fixar um espago vetorial split (V, B) de dimensdo 2n. E
iremos denotar por £ = L(V, B), o conjunto de todos os subespacgos Lagrangianos de (V, B):

L=L(V,B)={L e G,(V) : LéLagrangiano.}
E vamos dizer que A é a Grassmanniana Lagrangiana do espaco vetorial split (V) B).
Vamos comegar com uma construindo cartas de subvariedade para £ em G, (V).

Lema 3.33. Seja (Lo, L1) uma decomposi¢do Lagrangiana de V', entdo um subespaco L €

GY(L,) é Lagrangiano se e somente se a forma bilinear:
PLo,L1 © ¢L07L1(L) € Lin(L()v LS) = B(L())
é anti-simétrica, onde o mapa py,, 1, € definido em (2.1).
Demonstragdo. Como dim(L) = n temos que L é Lagrangiano se e somente, se € isotrépico,

isto &, B|;,;, = 0. SejaT = ¢r,1,(L), entdo T' € Lin(Ly,L1) e L = Gr(T), entdo se

v, w € Ly temos que:
B(v+T(v),w+T(w)) = B(T(v),w) + B(T(w),v).
Portanto B|, = 0seesése B(T", )|, € uma forma bilinear anti-simétrica, a conclus@o segue

dO fatO que pL07L1 o ¢L0,L1 (L) - B(T7 .)|L0' -

Se L; C V é um subespaco Lagrangiano, denotamos por £°(L;) o conjunto de todos

os subespagos Lagrangianos de V' que sdo transversais a L:
LOL)=LNGY (L) ={LeL : LNL =0} (3.9)

Segue do Lema 3.33 que, associada a cada decomposi¢do Lagrangiana (Lo, L;) de V' temos
uma bijecao:

Xto,Ly © £2(L1) — Ba-s(Lo), (3.10)
dada por x 1.1, (L) = pry.1, © L., (L), onde Ba-s(Lo) C B(L) denota o subespago vetorial
das formas bilineares anti-simétricas. Portanto obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.34. A Grassmanniana Lagrangiana L é uma subvariedade mergulhada de G,,(V')
com dimensdo dim(L) = in(n — 1). As cartas X 1,1, definidas em (3.10), para cada decom-

posicao Lagrangiana (Lg, L) de V, formam um atlas suave para L.
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Demonstragdo. Dada uma decomposi¢io Lagrangiana (Lg, L;) de V, segue do Lema 3.33 que
a carta:

GY(L1) W & prop, © dro.0,(W) € Lin(Lo, L) ~ B(Lo)
de G, (V) é uma carta adaptada para £, que induz a carta em (3.10) de £. A conclusido
segue do fato que todo Lagrangiano admite um complementar Lagrangiano, portanto o do-

minio das cartas X, z, cobre £. Por fim, a questdo da dimensionalidade segue do fato que
dim(Ba-s(Lo)) = sn(n —1). [ |

Agora como fizemos para Grassmanniana vamos estudar as func¢des de transicao entre
as cartas construidas para a Grassmanniana Lagrangiana.
Lema 3.35. Sejam (L, L1), (L{, L1) e (Lo, L) decomposi¢oes Lagrangianas de V entdo te-
mos as seguinte igualdades de operadores:
e o = (0™ ’ o :
PryLy = \ "z 1, PLo,L1s

Lo _
® pPrLo,Ly © 77L1,L’1 = PLo,L:-

Demonstragdo. Vamos mostrar que a primeira igualdade € valida mostrando que se realiza em
cada ponto, para tanto sejam v € L, e u € L. Existem a € Lye b € L, tais que u = a + b,

como L, é¢ Lagrangiano temos que:

PLg,Ll(U) - (u) = B(v, ')‘L/O - (u)
B(v, ), - ()
(v,a).

A conclusao segue do fato que nfé Lo (u) = a. Contas semelhantes mostram a segunda igual-
dade. |

Il
Sy

Lema 3.36. Dadas decomposicoes Lagrangianas (Lo, L1) e (Lj,, L1) de V temos que:

#
Xt © (Xeon) (@) = xag (Lo) + (nf 1, ) (@), (3.11)
paratodow € Bg-s(Lo). Se (Lg, L)) é outra decomposicdo Lagrangiana de V' entdo vale que:
_ _ -1
XL(),L’1 © (XLo,Ll) l<w) =wo (Id + (’/T(/)|L1) © pLol,Ll © CU) ) (312)

para todo w € xr,1,(L°(L})) C Ba-s(Lo), onde my denota a projecdo em Lg relativa a
decomposicao V= Ly ® L.

Observe que entdo vale a seguinte identidade:

(mol,,) © P p, = (Pros)# (Xeazo(LY)) - (3.13)
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Demonstragdo. Sejaw € Ba-s(Lo) e L € L(Ly) tal que X1, 1, (L) = w entdo temos que:
L= ¢201,L1 (onl,Ll © W) :
Portanto de (3.5) vemos que:

Xz © (Xzo,L:) (W) = pry.n, 0 (dry.1, © (Pro.py) ™ (PLop, ©w))

o / —1 L1
= PLy,L, © (71—1’L0 + Pror, © W) © Nt Ly

onde 7} denota a projecdo em L, relativa a decomposi¢do V = L{ & L,. Pelo Lema anterior

temos que:
*
—1 o L1 LT * /%
PLy.Ly © IOLO,L1 = (nL67L0> : LO — LO .
Combinado estas equagdes obtemos que:
*
—1 _ / L1 Ll L1
XLj,Ly © (XL(LLI) (w) = Pry,L, © 7T1‘LD © 77L/0,L0 + <77L61L0> cwo 77[/07[,0' (314)
Utilizando a expressao em (3.14) com w = 0 concluimos que:
Xzy24(Lo) = pry.p, © Tl g, o g
LO,Ll 0 L07L1 11Lg L67L07

0 que completa a prova de (3.11).

Agora utilizando (3.6) temos:

Xro.z; © (Xzo.a) ™ (B) = prozs © (6rozs © (r0.0) " (AL, ©w))
= Pro, 005} 1y © Piyr, 0w o (Id+ (mgly,) © pidp, 0w) ™
E pelo Lema anterior € facil ver que:
Lo —1 _ LT *
PLo.Ly © My 1y © PLosy = Id: Ly — L.
Concluindo assim a prova [

Nosso préximo objetivo € estudar o espago tangente 77, £ da Grassmanniana Lagrangi-
ana, para algum L € £, mas para tanto observamos que a aplicacdo V' 3 v — B(v,-)|, € L*
tem nudcleo dado por L portanto obtemos a seguinte aplicacdo linear injetiva:

pL:V/L— L

(3.15)
[v] = B(v,-)l,

mas por uma questio de dimensionalidade temos que p;, define um isomorfismo linear.
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Proposicao 3.37. Seja L € A fixo, entdo o isomorfismo:
Lin (Id, pr) : Lin(L,V/L) — Lin(L,L*) ~ B(L)
dado por Z — proZ leva TN C TG, (V) ~ Lin(L,V/L) no subespago Bq-s(L) C B(L).

Demonstragdo. Seja L, um subespaco Lagrangiano complementar a L. Entdo o mapa:

Y Go(Ly) — B(L)
W= prr, o ¢, (W)

de G,,(V') é uma carta adaptada para subvariedade A que induz a carta x, ,. Portanto a di-
ferencial de ¥ no ponto L é um isomorfismo que leva 7, A em By-g(L). Pela regra da cadeia

temos que:
d'lb(L) = Lll’l (Id, pL,L1> (¢] d¢L,L1 (L),

mas o Lema 3.23 nos diz que usando a identificacdo 7., G,,(V) ~ Lin (L, V/L) a diferencial de
¢r.1, em L é dada por Lin (] d,q; 1) , onde ¢; denota a restri¢do a L, da aplicacao quociente a
V/ L, isto é, utilizando a identificacdo 7, G, (V') ~ Lin (L, V/L) obtemos o seguinte diagrama

comutativo composto por isomorfismos:

TG (V) —2 8 p(r)
ZT %,Lloqll)

Lin(L,V/L).

A conclusdo do resultado segue da comutatividade do diagrama:

Ly

V/L.
|
Usando a Proposicdo anterior vamos sempre identificar o espaco tangente 77, L com

Bsym(L). Utilizando esta identificagdo vamos calcular a diferencial da carta x 1, em um
ponto L de L.
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Lema 3.38. Considere uma decomposicdo Lagrangiana (Ly, L) paraV e seja L € L°(L).

Entdo a diferencial da carta X, 1., no ponto L é dado pelo operador:
(nffLo)# : Ba-s(L) — Bg-s(Lo).
Demonstracdo. Diferenciando a igualdade:
XLo,Ln = Lin (Id, pr,.1,) © $ro,1,
no ponto L e utilizando a identificagdo 77, L ~ Ba-s(L), obtemos que
dX 1oL, (L) = Lin (nf" 1, pros, © @ 0 pz') : Ba-s(L) = Ba-s(Ly),

onde ¢; denota a restri¢dio a L, da aplicagdo quociente a '/ L. Por outro lado utilizando o Lema
3.35 e arelacdo pzl © pr,, = ¢ obtemos que:

1 -1 _ (L1 \*
PLo, L1 ©¢1 ©Pr = (anL) :

Concluindo assim a demonstragao. |

Lembramos que dado um espaco vetorial split (V, B) o grupo de isometrias de B é
denotado por O(V, B). Sabemos também que O(V, B) — GL (V') é um subgrupo de Lie de
GL (V). Portanto a agdo natural suave de GL (V') na Grassmanniana G, (V") se restringe a uma
acdo suave do grupo de isometrias O(V, B) na Grassmanniana Lagrangiana, em resumo temos

0 seguinte:
Proposicao 3.39. A acdo natural de O(V, B) em L é suave.

Agora como fizemos para o caso da Grassmanniana vamos estudar a diferencial da acao
do grupo de isometrias na Grassmanniana Lagrangiana.

Proposicao 3.40. Para A € O(V, B), considere o difeomorfismo, denotado por ® 4, de L dado
por L — A(L). Para L € L a diferencial d® 4(L) é o dado pelo operador:

(Al)y : Ba-s(L) = Ba-s(A(L)).
Onde utilizamos a identifica¢do Ty, L ~ Bg-s(L).

Demonstragdo. Primeiramentese ¥ 4 : G,,(V) — G, (V') é o difeomorfismo dado por W 4 (W)

A(W) temos entdo o seguinte diagrama comutativo:

L

Gn(V)——=G,(V)

I

D, ’
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onde: : £ — G, (V) éainclusdo. Por outro lado, temos que a identificacdo de 77, L ~ Ba-s(L)
¢ dada pelo seguinte diagrama comutativo:

TL£ —_— Ba_s(L)
de

T.G,(V)—— B(L)

TL
l /n(ldsz)

Lin(L,V/L)

onde 7, : TG, (V) — Lin(L,V/L) é a identificacdo obtida na Proposi¢do 3.20. Entao dado
w € Ba-s(L) existe Gnico v € T L tal que:

di(L)-v =7 (pp! ow) € TpGa(V).
Portanto queremos mostrar que:
Lin (Id, pary) © Tacw) (de(A(L)) - d@a(L) - v) = (Al ) g (w).
Mas note que:
Lin (]d, pA(L)) @) TA(L) (dL(A(L)) : d(I)A(L) . U) = Lin (]d, pA(L)) e} TA(L) (d\IfA(L) . dL(A) . ’U)
= Lin (Id, pA(L)) O TA(L) (d‘I/A(L) . (Tgl(pzl o w))) .
Porém, utilizando a identificagdo 7,G,, (V') ~ Lin(L,V/L) a Proposi¢do 3.30 nés diz que a
diferencial dW 4 (L) ¢ dada pelo operador Lin ((A[,)~!, A), assim:
Lin (]d, pA(L)) @) TA(L) (d\I/A<L) : (TL_l(pzl e} w))) =
= Lin (Id, pary) o Lin ((A],)™", A) o Lin (Id, p;') (w)
= Lin ((A])™" pay 0 Ao pr ') (w).
Por fim, € facil ver que:
payo Aoprt = (Al
Concluindo a demonstragao. |
Proposicao 3.41. Para L. € L, a diferencial do mapa:
Br:O(V,B) = L
dado por B(A) = A(L) é:
_ -1
dBL(A)- X = B(X o A" )] 1 1
para todos A € O(V,B) e X € T,O(V, B).
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Demonstragdo. Considere o operador &y, : GL (V') — G,,(V') dado por £, (W) = L(W) entdo
temos o seguinte diagrama comutativo:

GL (V) —£— G, (V)

1

O(V, B) - L

onde v : L — G,(V) ¢é a inclusdo. Utilizando a identificagdo T'41)L ~ Ba-s(A(L)) e a

notacdo da Proposi¢ao anterior temos que:
Lin (]d, PA(L)) @) TA(L) o dL(A(L)) o dﬁL(A) - X = Lin (]d, pA(L)) o TA(L) o de(A) : X,

paracada X € T,O(V, B). Mas utilizando a identificagdo T's(1)G (V') ~ Lin(A(L),V/A(L))
a Proposi¢io 3.41 nos diz que o diferencial d¢,(A) € dado pela aplicagio X +— go X oA™Y A(L)

onde ¢ : V' — V/A(L) é o mapa quociente, assim vemos que:
Lin ([d, pA(L)) O TA(L) © d£L<A) - X =Lin (Zd, pA(L)) <q oXo A71|A(L)> .
A conclusdo da Proposicao segue da observagdo simples que:

paryeqoXoA” =B(XoA™h

1‘A(L) ")‘A(L)'

Agora vamos mostrar que a variedade Grassmanniana Lagrangiana possui uma estrutura

de variedade homogénea, para ver isso primeiro vamos nos especializar no caso V' = R™".

Teorema 3.42. A Grassmanniana Lagrangiana de V = R™" é dada pela variedade homogé-

nea:

O(n) x O(n)
——————2 ~0(n).

A©m) O
Ainda mais, essa caracterizagdo induz o difeomorfismo O(n) > A — {(z,Az) : z € R"} €
L(R™™).

L(R™™) ~

Demonstragdo. Primeiro definimos uma ag¢@o do grupo de Lie O(n) x O(n) em L(R™") da
seguinte forma, dados (7, 5) € O(n) x O(n) e L € L(R™") faca:

(1,5) - L = (T @ 5)(Lo),
onde '@ S € O(n,n) é o operador dado por:

T®S(x,y) = (T, Sy),
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para cada (z,y) € R™". Agora definimos o operador J : R™" — R™" por J(z,y) = (x, —y)
entdo veja que J € O(2n) e ainda mais

Bn,n(J'> ) = <.’ '>]R2n-

A correlagdo entre o operador J e o grupo O(n) x O(n) é dada pelo seguinte fato, dado A €
O(n) existem 7', S € O(n) tais que A =T @ S se e somente se A comuta com o operador J.

Agora vamos mostra que a a¢do do grupo O(n) x O(n) em L(R™") é transitiva. Mas
primeiro notamos que se L é um subespago Lagrangiano entéo esse € transversal ao subespago
J(L), jd que dado v € L N J(L) vemos que sendo L um subespaco Lagrangiano

0= Bun(Jv,v) = (v,0)gen,

ou seja v = 0. Portanto V' = L & J(L), isso ainda nds diz que dado uma base (-, -)g2n-
ortonormal de L, digamos {v1, ..., v, } temos que a base {vy, ..., v, Juy, ..., Ju, } é uma base

(-, -)rezn-ortonormal de R™" pois
<JU¢,Uj>R2n = Bn,n(J2'Uia Uj) = an(vi, Uj) = 0,
e como J € O(2n), temos ainda que
<JUj, JUi)RQ" = <Uj, Ui>R2" = 51]

Dessa maneira, dados L, L’ € L(R™") tomamos bases (-, -)gzn-ortonormais de L e L’ res-

pectivamente dadas por {vy,...,v,} e {v],...,v/,} entdo definindo a transformagdo ortogonal

A € O(2n) por
Av; =}
AJv; = Ju,

para cada ¢ = 1,...,n, vemos que essa transformacdo satisfaz A(L) = L’. Ainda mais, por
defini¢do A comuta com operador .J portanto temos que existem 7',.S € O(n) tais que A =
T & S, assim a agdo de O(n) x O(n) em L(R™") é transitiva.

Agora vamos calcular o subgrupo estabilizador dessa dessa a¢ao associado ao elemento
Lo ={(z,z) € R : x € R"}},isto é, o subgrupo de O(n) x O(n) dado por

Stb(Lg) = {(T,S) € O(n) x O(n) : T & S(Ly) = Lo}.
Mas é fécil de ver que T' @ S(Lg) = Lg se e somente, se T'v = Sx para cada x € R" assim

Sth(Lo) = {(T,S) € O(n) x O(n) : T = S}
= A(O(n)).
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Como a agdo de O(n) x O(n) em L(R™") é transitiva, suave e o subgrupo estabilizador do

elemento L, é dado por A(O(n)) temos um difeomorfismo £(R™™) ~ % e tal difeo-
morfismo é dado por:
O(n) x O(n)
— = — L(R™")
A(O(n))
[(T,S)] — T & S(Ly).
Por fim, vamos mostrar que existe um difeomorfismo O(n) ~ %. Para tanto

considere a a¢do de O(n) x O(n) em O(n) dada por
(T,9)-X=T"'0XoS,
claramente essa acdo € transitiva e suave e o subgrupo estabilizador de Id € O(n) é dado por

Sth(Id) = {(S,T) € O(n) x O(n) : T~'S = Id }
— A(O(n)).

Portanto temos um difeomorfismo de —O(&)OX(S)()" )

com O(n), e tal difeomorfismo é dado por
O(n) x O(n)
A(O(n))

(T,S)] TS,

— L(R™")

facilmente vemos que o inverso dessa mapa é dado por A — [(Id, A)], concluimos entio que

a composicao desses difeomorfismos induz o seguinte difeomorfismo

O(n) — L(R™")
A {(z,Az) e R™" : z € R"}.

Concluindo assim a prova. |

Coroléario 3.43. Dado um espago vetorial split (V, B) existe um difeomorfismo entre a Gras-
smanniana Lagrangiana L = L(V, B) de (V, B) e o grupo ortogonal O(n). Em particular
a variedade Grassmanniana Lagrangiana é compacta e possui exatamente duas componentes

conexas.

Demonstracdo. Utilizando o Teorema 2.1 podemos construir uma isomorfismo linear 7' :
R™"™ — V tal que o pullback da forma bilinear B por 1" é dada por B, ,, entdo esse iso-
morfismo linear induz um difeomorfismo ¢, : L(R™") — L dado por ®r(L) = T'(L), pelo
Teorema anterior Temos um difeomorfismo O(n) ~ L(R™"), a composi¢do destes mapas in-
duz o difeomorfismo desejado. [
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3.2.4 As subvariedades (L)

Nesta subse¢@o vamos estudar uma familia de subvariedades de £ que serdo de grande
utilidade no resto da dissertacao. Para um subespaco Lagrangiano Ly C V fixadoek =0, ...,n

definimos os seguintes subconjuntos de L:
LF(Ly) ={LeL : dim(LN Ly =k}

Note que para k = 0, a defini¢do acima de £*(L,) é compativel com a defini¢io dada em (3.9).
O nosso objetivo vai ser mostrar que os conjuntos £¥(L) sdo subvariedades de £ e também

calcular os seus respectivos espacos tangentes.
Denotamos por O(V, B, Ly) o subgrupo fechado de O(V, B) que consiste das isometrias

de B que preservam Ly, isto €:

O(V,B, L) = {A€ O(V,B) : A(Lo) = Lo}

Vamos agora calcular a dlgebra de Lie deste subgrupo. Mas para tanto vamos primeiro
computar a Algebra de Lie do grupo B(V, B).

Proposicio 3.44. A Algebra de Lie do grupo O(V, B), vista dentro da dlgebra de Lie gl(V) =
Lin(V), é dada pelo conjunto

o(V,B) = {X € Lin(V) : B(X-,-)+ B(-, X:) =0}

Demonstragdo. Para calcular a Algebra de Lie de O(V, B) vamos primeiro mostrar esta vari-
edade pode ser vista como valor regular do zero da seguinte fun¢do ¢ : GL(V) — By, (V)
onde ¢(T) = B(T-,T-) — B(-,-).

Para tanto, veja que dado 7" € GL(V') temos que a diferencial de ¢ aplicada em X €
Lin(V') é dada por
do(T)- X = B(X-,T-)+ B(T-, X-).

Entdo resta mostrar que se 7' € ¢~'(0) a aplicagio d¢(T') : Lin(V) — Bg;jpy, (V) € sobrejetora.
Primeiramente notamos que se 7' € ¢~1(0) temos que

dp(T)- X =B(T "o X-,-) +B(-, T ' o X").

Por outro lado, dado D € Bg;p,(V'), como B € ndo degenerada existe Y € Lin(V) tal que
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mas como D € simétrica temos também que

Portanto D(-,-) = s B(T",-) + 1 B(-,T-), fazendo X = 1T o Y temos que:

1
2
D(,)=B(T 'oX- )+ B(-T'oX),
como o desejado. Por fim, como 0 é um valor regular de ¢ temos que:
o(V,B) = T140(V, B) = ker(do(Id)),
mas € facil de ver que ker (dp(Id)) = {X € Lin(V) : B(X-,-)+ B(-,X:) = 0} como
querfamos mostrar. [ |

Corolario 3.45. A Algebrade Lie o(V, B, Ly) do grupo de Lie O(V, B, Ly) consiste do conjunto

o(V, B, Lo) = {X € o(V, B) : B(X-,")|,, =0}.

Demonstragdo. Primeiro vamos provar que o(V, B, Ly) = {X € o(V,B) : X(Lo) C Lo},
como O(V, B, L) é um subgrupo de Lie de O(V, B) temos a seguinte caracterizagdo para sua

algebra de Lie
o(V,B,Ly) ={X €0o(V,B) : exp(tX) € O(V, B, Ly), Vt € R}.

Suponha entdo X € o(V, B), tal que exp(tX) € O(V, B, Ly) paracadat € R, dado vy € Ly
defina~y : R — V por

v(t) = exp(tX)vy,
como exp(tX) € O(V, B, Ly) temos que exp(tX)(Lo) = Lo para cada t € R, portanto:
Ly 5 7/(0) = Xy,

assim concluimos que X (Lg) C Lo como o desejado. Por outro lado, tome X € o(V, B) tal
que X (Lg) C Lo entdo utilizando a Proposi¢do A.3 obtemos que

[e.9]

exp(tX) = —X*

assim dado vy € Ly temos que

00 tk
exp(tX) = < EX]C> Vo
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Por indugdo vemos que (X k) vg € Ly paratodo k € N e portanto como Ly C V € um
subconjunto fechado temos que exp(t.X) € Lj, como queriamos mostrar.

Por fim, vamos mostrar que o conjunto {X € o(V,B) : X(Ly) C Lo} é dado
por {X € o(V,B) : B(X:-)|,, = 0}, mas note que B(X-,-)Lo = 0 se e somente se
X (Ly) C L e conclusdo segue do fato que L3 = Lo, ja que Ly é Lagrangiano. [ |

A agdo de O(V, B) em L se restringe de forma suave ao subgrupo de Lie O(V, B, L),
ainda mais o Teorema 2.25 garante que L£*(Lo) é dado pela orbita da agdo de O(V, B, Ly).
Entdo para provar que os subconjuntos £*(Lg) de £ sdo subvariedades mergulhas basta provar

que estes sdo localmente fechados.

Para cada k£ = 0, ..., n definimos:

L5F(Ly) = Uﬁ Lo), : L2F(Ly) = U.cz Ly).

=0

Entao temos o seguinte:

Lema 3.46. Para todo k = 0, ...,n os subconjunto L=*(Lg) e LZ*(Ly) sdo respectivamente

aberto e fechado em L.

Demonstragdo. Segue do Corolério 3.29 que o conjunto dos espagcos W € G, (V) tais que
dim(WnNLy) < kéabertoem G, (V). Como L tem a topologia induzida de G,,(V), segue que
L=F(Ly) é aberto em £. Como £2*(Lg) é o complementar de £5*~1( L), temos o desejado.

[

Corolario 3.47. Para todo k = 0, ...,n, os subconjuntos L* (L) sdo localmente fechados em

L.
Demonstracdo. Basta notar que £¥(Ly) = L5F(Lo) N LZF(Ly). [ ]

Assim obtemos o seguinte:

Teorema 3.48. Para cada k = 0, ..., n, os subconjuntos L*(Ly) sdo subvariedades mergulha-

das de L com codimensdo %k(k — 1), e os seus espagos tangentes sdo dados por:
T LM(Lo) = {w € Ba-s(L) : wl|;n,, =0}, (3.16)

para cada L € LF(Ly).
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Demonstragdo. Pela discussdo anterior vimos que para cada k o conjunto £*(Lg) é orbita da
acdo de O(V, B, Ly) para qualquer L € LF(L;), ainda mais estes sdo localmente fechados,
entdo pelo Teorema 3.8 segue que £*(Lg) é uma subvariedade mergulhada de £. Resta entdo

provar a identidade em (3.16).

Para tanto veja que pela Proposigdo 3.4 temos que 77, L¥(Lg) coincide com a imagem
da aplicagdo:
dBL<]d) : O(Vv, B, Lo) —TLL.

Mas pela Proposicdo 3.41 temos que se X € O(V, B, L) C O(V, B) entdo:
ABL(Id)- X = B(X- )],

Por outro lado, utilizando o Lema 3.45, vemos que se X € o(V, B, Ly) temos que B(X", )|, =

0. Resumindo temos que
[m(dﬂL([d)) C {w c Ba_s(L) : w|LﬁL0 = O}

Agora vamos mostrar que dada w € {w € Ba-s(L) : w|,~,, = 0} existe X € o(V, B, Ly) tal
que w = B(X,-). Para tanto seja {b;}3", uma base de V' tal que {b;}}_, € uma base de L e

{b;}7"*, ., é uma base para L, entdo definimos w’ € Ba-s(V/) por:

w(b;,b;), sei,je{n—k+1,....2n—k
0, c.c.

Portanto w' € tal que w'|; = we w'|; = 0. Como B € ndo degenerada existe X € Lin(V) tal

que w' = B(X",-), como w'|; = 0 temos que X(Ly) C Lo entdo X € o(V, B, Lg) e como

W'|; = w temos que df(Id) - X = w, como querfamos mostrar. |

3.3 A Grassmanniana Lagrangianade £ & E*

Nessa se¢ao vamos nos especializar no estudo da Grassmanniana Lagrangiana do espaco
vetorial split (£ @ E*, (-,-)), onde E é um espago vetorial real de dimensdo finita n > 0.
Primeiramente vamos utilizar o Coroldrio 3.43 para explicitar um difeomorfismo entre O(n) e
L(E® E*) = L, ressaltamos a importancia desse difeomorfismo para estender as propriedades
de L. Primeiramente fixe uma base { £, ..., £, } de E, entdo tal base defina um produto interno
(-,-)pem E pelarelacdo (E;, E;) g = d;;, podemos assim considerar o grupo de transformagdes

ortogonais associada a este produto interno, isto é:

O(E7 <'7 >E> = {S € GL(E> : <S7S>E = <'7 >E}
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Dessa forma o isomorfismo linear Z : £ — R" induzido por E; ~— ¢; onde {e;}}_, € a base
candnica de R", nés permite identificar o grupo O(E, (-, -) ) com o grupo ortogonal O(n) de
R™ pela relacao

S+ ZoSoZ L

Por outro lado, fazendo §; = E7 € E* temos pelo exemplo 2.4 que o isomorfismo linear

T que leva a base canOnica de R™"™ na base

Ei+ & E,+& Ei—& E,—¢&,
de E & E*, é tal que o pullback do pareamento (-, -) é dado por B, ,, entdo como feito no
Coroldrio 3.43 temos que o mapa &7 : L(R™") — L, definido por L — T'(L) é um difeo-

morfismo. Agora vamos estudar o conjunto {(z, Az) € R™" : x € R"} onde A € O(n) via

o difeomorfismo @, para tanto considere € R" e escreva esse vetor em coordenadas como
xr = (x1,...,x,), assim podemos escrever o vetor Az em coordenadas como (y, ..., ), onde
y; = > Ajx; paracadaj = 1,...,n, sendo que (A;;) sdo as coordenadas do operador A na

base candnica de R". Assim temos que:

AOPEIS SRLELNS JHOEL

i=1 i=1
:2":%+ij‘+2”:%._ng
j=1 vz j=1 vz

- %{Z (x + Az) + (Z(x — Ax),-))}

1 _ _
=3 {Z(@)+ (ZoAoZ N Za))+(Z(x) = (Zo Ao Z ' (Zx)),-) .},
onde (X, -)r € E*. Portanto identificando O(n) ~ O(FE, (-, -) g) via a aplicacdo Z vemos que:
Or({(x,Az) e R"" : € R"})={(ld+A)X +(Id—A)X, ) pe E®QE" : X € E}.
Portanto segue do Teorema 3.42 que aplicacdo A — {(Id+A)X+((Id — A)X,-)p € EQE* :
X € E} é um difeomorfismo.

Por uma questio de simplicidade, serd mais conveniente trabalhar com esse difeomor-
fismo composto com a aplicacio A — —A. Portanto temos em resumo o seguinte, fixando

uma base B = {Ej, ..., £, } de E obtemos um difeomorfismo
I'5:0(n) — L(E® E")
A Ly,

(3.17)



78 A Grassmanniana Lagrangiana de I/ & E*

onde Ly = {(Id—A)X +((Id+ A)X,-)p € E® E*: X € E} e usamos a base fixada para
identificar o grupo ortogonal O(FE, (-, -) g) com o grupo ortogonal O(n) e ' com o seu espago
dual E*.

Até o fim desta se¢do fixamos uma base B = { £}, ..., £, } para o espaco E e conside-
ramos o seu difeomorfismo associado I's : O(n) — L(E @ E*). Nosso objetivo serd estudar
as subvariedades £*(L,) para um dado Lagrangiano L, € L, via o difeomorfismo I'5. Para
tanto, introduzimos os conjuntos SL e SL~, que sdo definidos como a componente conexa de
L contendo, respectivamente, o elemento £* e o elemento £/, dessa forma temos a seguinte
decomposicao da Grassmannina Lagrangiana

L=SLUSL.

Como o difeomorfismo I's mapeia a identidade no elemento £*, vemos que a restri¢ao desse
mapa ao subgrupo SO(n) induz um difeomorfismo I's : SO(n) — SL.

Antes de estudar os conjuntos £¥(Lg) relembramos algumas propriedades do grupo

ortogonal O(n). Dada uma aplicacdo A € O(n) denotamos o espectro de A por:
Spec(A) = {\ € C: Av = \v, para algum v em R" \ {0}},

e dado A € Spec(A), denotamos por mul(A, ) a multiplicidade do autovalor \, isto &, a
dimensao do nicleo do operador A — AId. Ainda mais, lembramos que existe uma forma

candnica para operadores ortogonais, mais especificamente temos o seguinte resultado.

Teorema 3.49. Dada uma aplicagdo A € O(n) existe uma base ortogonal de R™ e niimeros

01, ...,0, € [0,2m), tais que o operador A nessa base é dado pela matriz

Id,m
—Idy
R(6y) 7
R(0y)

(3.18)

onde m = mul(A, 1), | = mul(A4, —1) e R(0;) é a matriz dada por:

~ [cos(8;) —sin(0;)
R(0) = <sin(9j) cos(6;) > '

Corolario 3.50. Dada uma aplicacdo A € O(n), temos que o determinante dessa aplica¢do é
dado por (—1)™ (A1),

Proposigao 3.51. Seja Ay € O(n). Entdo L4 € LF(L 4,) se e somente, se mul(Ay' A, 1) = k.
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Demonstragdo. Primeiramente notamos que L4 € £¥(L 4, ) se e somente, se dim(LaNL4,) =
k. Suponha agora que dim(L4 N Ly4,) = k, entdo existem vetores X; + &1, ..., X + & em
E @ E*tais que Ly N Ly, = span{X; + &1, ..., Xj + &}, mas como X; + & € Ly N Ly,
paracada j = 1, ..., k, temos que existem Unicos vetores Y; € £ tais que:

Xj = (Id = A)Yj,
& = <(Id+A)Y}>'>E7
AgY; = AY;.

Vamos mostrar que o conjunto {Y;, ..., Y, } forma uma base para ker(A;'A — Id). De fato,
tome Y € E tal que AyY = AY, portanto o vetor (Id — A)Y + ((Id + A)Y,-), € LaN Ly,

e entdo existem Ay, ..., \x € R tais que:

(Id—A)Y =) " \(Id— A)Y;,
(Id+ A)Y =Y N(Id+ A)Y;.

j=1
Somando as equagdes acima obtemos que Y = 2?21 A;Y;, logo {Y7, ..., Y} } gera o subes-

pago ker(A;' A — Id) . Resta provar que os vetores sdo linearmente independentes, para tanto
suponha que existem (i, ..., (x em R, tais que 2?21 (;Y; = 0, mas dessa forma teriamos que:

k
> ¢Id—A)Y; =0,
j=1
k
j=1

o que implicaria Z?Zl G(X; 4+ &) =0,1logo (3 = ... = (; = 0. Provando que o conjunto
{Y1, ..., Y} } forma uma base para ker(A;' A — Id).

Por outro lado, suponha que mul( A, 14, 1) = k, entdo existem vetores Y7, ..., Yy em F,

tal que o conjunto {Y7, ..., Y, }, forma uma base para ker(A;'A — Id). Paracadaj = 1,....k

defina
Xj = (d - A)Y;,

fj = <(Id + A)YJ7 >E )

AgY; = AY].
Dessa forma X; +&; € Ly N Ly,, paratodo j = 1, ..., k. Reciprocamente vamos mostrar que
LanN Ly, = span{X; + &, ..., Xy + &}, para tanto tome X + £ € Ly N Ly, logo existe
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Y € F tal que:
X = (Id - A)Y,
§=(Id+A)Y, ),
AgY = AY.

Portanto Y € span{Y7, ..., Y;} e por consequente X + £ € span{X; + &1, ..., Xy + & }. Por
fim, vamos mostrar que o conjunto {X; + &1, ..., Xj, + &} é linearmente independente. Entdo
suponha que existam nimeros reais (i, ..., (j tais que Zle ¢ (X;+€;) = 0, dessa forma temos

que:

k
> ¢Id—A)Y; =0,
j=1

k
> GUd+ A, =0.
j=1

Somando as equagdes acima obtemos que Zle ¢;Y; = 0 e portanto temos que ¢; = 0, para
cada j = 1,...,k. Concluimos assim que o conjunto { X1, &, ..., Xy + &} € uma base para
LaNL4,. Emsuma, mostramos que dim(LaNL4,) = k se e somente, se dim(A; ' A—1d) = k

como queriamos. |

Uma consequéncia da Proposi¢do anterior, que veremos no exemplo abaixo, é que dado
dois subespacgos Lagrangianos L, e L; nem sempre € possivel achar uma decomposi¢do Lagran-
giana simultanea para Ly e L1, isto é, nem sempre existe L. € L, talque,V = Lo L = L1 B L,

o que é um contraste quando consideramos o caso simplético onde isso sempre é possivel.

Exemplo 3.52. Suponha que n = 3 e tome Ly, Ly subespagos Lagrangianos de I/ ® E*. Entdo
existem Ao, Ay tais que Lo = L, e Ly = La,, suponha também que Ay € SO(3) e A; ¢
SO(3). Dado L € L°(Ly) a Proposicdo 3.51 diz que mul(Ay'A, 1) = 0, portanto o Teorema
3.49 implica que det(Ay ' A) = —1, mas como Ay € SO(3) devemos ter que det(A) = —1, isto
é, L°(Ly) C SL™. Da mesma forma podemos provar que L°(L;) C SL, concluimos entdo

que ndo existe um subespaco Lagrangiano L satisfazendoV = Ly & L = L, & L.

Outra consequéncia da Proposi¢do 3.51 € que ela fornece uma decomposic¢ao dos es-
pagos SL e SL~ em termo das subvariedades £*(L,), para algum L, Lagrangiano. E uma
consequéncia interessante dessa decomposicio é que essa mostra que dado Ly € L temos
que L°(Lg) e £L'(Ly) estdo em componentes conexas distintas de £, e ainda mais, ambos os

conjuntos sdo densos nas suas respectivas componentes conexas.

Corolario 3.53. Sejam Ly € L e Ay € O(n) tais que Ly = L,. Entdo:
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e Se Ay € SO(n) e n é par temos que:

SL=|JL*(Lo)eSL™ =) £L*(L

k>0 k>0

e Se Ay € SO(n) e n é impar temos que:

SL =] L% (Ly) e SL™ = | ] £L%(Lo).

k>0 k>0

e Se Ay ¢ SO(n) e n é par temos que:

SL = £ (Lo) e SL™ =] L7(Ly).

k>0 k>0
e Se Ay ¢ SO(n) e n é impar temos que:

SL =] L*(Ly) e SL™ =] L (Lo).

k>0 k>0

Demonstragdo. Vamos provar apenas o caso em que n é par e Ay € SO(n), pois os outros
casos sdo completamente andlogos. Tome k > 0 e suponha que L, € LF(Ly) para algum
A € O(n). Entdo pela Proposigdo 3.51 temos que mul(A4;'A, 1) = k, assim pelo Coroldrio
3.50 temos que det(A) = det(A4;'A) = (—1)*, portanto A € SO(n) se k é pare A ¢ SO(n)
se k é impar, a conclusdo segue do fato que SO(n) 3 A — Ly € SL é um difeomorfismo e
que temos a seguinte decomposigdo £ = | J,, LF(Ly). [ |

Corolario 3.54. Dado Ly € L, os conjuntos L°(Lo) e L'(Lg) estdo em componentes conexas

distintas de L e ambos sdo densos nas suas respectivas componentes conexas.

Demonstragdo. O fato dos conjuntos £°(Lg) e £L'(L) estarem em componentes conexas dis-
tintas segue do Coroldrio anterior. Para ver que ambos sdo densos, notamos que pelo Teorema
3.48 o complementar desses conjuntos em suas respectivas componentes conexas € dado pela
unido de subvariedades de codimensao positiva. |

Por fim nessa se¢do, relembramos que o Teorema 2.56 nés diz que para cada L €
Lag(E @ E*) existe um tnico subespaco W C E e uma dnica 2-forma w tais que L =
LW,w) ={X +1xo+£& : X € W,e& € WP} Por outro lado, sabemos que também
existe tnica A € O(n) tal que L(W,w) = L = Ly, entdo é natural a pergunta de qual é a
relagdo entre A e o par (W, w), o pr6ximo exemplo é devoto a responder essa pergunta.
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Exemplo 3.55. Seja L € L fixado. Primeiro suponha que temos A € O(n) tal que L = L4,
entdo vamos derivar W C E e w € N> W*, em fungdo de A, de tal forma que L, = L(W,w).
Para tanto, note que pelo Teorema 2.56 temos que W = (L 4), mas como Ly = {(Id —
AX +((Id+A)X, g € E® E*: X € E} devemos ter que:

Ainda utilizando o Teorema 2.56, vemos que a forma w é dada por w(X1, Xo) = & (X3), onde
X1+ &1, Xo + & € La. Portanto como (Id — A) X1+ (I + A) X, -)g € L4, temos que:

w((ld—A)Xy, (Id — A)Xz) = (I + A)Xq, (I — A)Xa)
= (X1, Xo)p + (AX1, Xo) p — (X1, AXo) , — (AX4, AXD)
= (X1, (AT = A)Xy) ..
Onde AT é a matriz adjunta relativa & gg. Dessa forma, derivamos completamente o par
(W,w) em termos de A.

Agora suponha que temos W C E e w € /\2 W* tais que L = L(W,w), nosso objetivo
é derivar A € O(n) em termos do par (W,w), de tal forma que Ly = L(W, w).

Para tanto, fixe X € E, como (Id — A)X + (Id+ A)X,-), € L(W,w), existem
Y € Weae WO tais que:

X —-AX =Y,
(Id+AXY)p=w(Y,Y)+aY'), VY e E.
Onde w € /\2 E* é uma extensdo qualquer de w. Dessa forma vemos que AX = X =Y, entdo

BY,Y') +a(Y') = (Id + A)X,Y"),
= (Y, 2X V),

em outras palavras:

2Y,Y"), — a(Y) = B(Y,Y') + (YY), (3.19)

Agora tome {F, ..., F,} C W, uma base (-, ) -ortonormal para W, entdo existem
1,08y € Rtais queY = 375 & Fy. FazendoY' = Iy em (3.19), para k € {1,...,p},

vemos que:

2(Fy, X)p = w(Y, Fy) + &

=Y &w(Fy, ) + &
j=1
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Entdo definindo:
w(Fj, Fy), para j # k
Wik =
1, para j =k .
Obtemos que:
p
2(Fe, X)p = > Gwi- (3.20)
j=1

Portanto, definido a matriz A, = (wji)}; ., € Myx,(R), a aplicagdo Ty : E — RP dada por
(X)) = ((F1,X ) g, (Fp, X)) e ovetor £ = (&, ..., &), podemos reescrever a equagdo
(3.20) como:

ALE = 2mp (),

onde AL é a matriz transposta de A,,. Como a matriz A, é dada pela soma de uma matriz anti-
simétrica com a identidade esta deve ser inversivel, entdo podemos expressar AX =Y — X,
onde:

Y = Z?:l §JFJ )

§ = —2(A; ) mw (X).

Assim conseguimos descrever o operador A completamente em termos de W e w.
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Capitulo 4

O INDICE DE MASLOV EM E @ E*

Considere £ um espaco vetorial real com dimensao finita n > 3, entdo podemos munir
o espago vetorial £ @ E* com o pareamento candnico (-, -}, assim obtemos um espago vetorial
split (£ @ E*, (-,-)). Denotamos por L = L(E @& E*,(-,-)) a Grassmanniana Lagrangiana
associada, e denotamos por SL a componente conexa do elemento £* € L.

O objetivo desse capitulo é desenvolver uma defini¢io para o Indice de Maslov para
curvas em L baseado na defini¢do do indice de Maslov para o caso Simplético (ver [9], [8]
e [6]), mais especificamente procuramos um mapa que toma valores em um subconjunto de
C°([0,1], £), de tal forma que o indice seja um invariante homot6pico e também possa ser
estudado de um ponto de vista de transversalidade. Dado o fato que estamos interessados em
estudar propriedades homotopicas das curvas vamos restringimos nossos estudos para a com-

ponente conexa SL de L.

41 Cason =3

O objetivo dessa secdo € definir o indice de Maslov para o caso que dim(E) = 3, mas
mais importante que isso € introduzir os conceitos necessdrios para estudar o caso geral, e
apresentar a necessidade de utilizar ferramentas como espaco de recobrimento, Algebras de

Clifford e o Grupo Spin.

O primeiro passo para desenvolver uma definicio para o Indice de Maslov é estudar o
grupo fundamental de SL£, mas veja que fixada uma base B = {E, E», E3} de E a aplicacdo
'z : SO(3) — SL, definida em (3.17), é um difeomorfismo, entdo podemos focar em estudar
o grupo fundamental do grupo especial ortogonal SO(3).

Para estudar o grupo fundamental de SO(3) vamos introduzir o conjunto dos Quatérnios.
De maneira informal, o conjunto dos quatérnios ¢ dado pelo espaco vetorial H = R*, munido de
uma multiplicacdo - : H x H — HI, de tal forma que o par (H, -) forma uma dlgebra associativa

com unidade.

De maneira mais explicita, denotando por 1 = (1,0,0,0),i = (0,1,0,0),j = (0,0, 1,0)
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ek = (0,0,0, 1) abase canonica de R*, a multiplicagdo em H € definida nos elementos da base
pela elegante formula:
i’ =j =k*=ijk=—1,

e estendida por bilinearidade para os elementos gerais de H.

Como dito anteriormente a multiplicacdo nos quatérnios € distributiva e associativa,
porém ndo é comutativa. Por outro lado, todo quatérnio ndo nulo ¢ € H possui um inverso
multiplicativo ¢!, Para ver isso introduzimos a operacio de conjugacio, se ¢ = al + bi +

cj + dk, entdo definimos o conjugado de ¢ por:
©»=al —bi —¢j — dk.

E facil ver que pp = Py = |p|? = a® + b? + ¢® + d2, portanto se ¢ é ndo nulo temos que:

o=
|l
E possivel mostrar que para todos ¢ e ¢’ em H, temos que |o¢'| = |¢||¢’|. Portanto o

grupo das unidades da dlgebra H é dado por Gy = {¢ € H : |¢| # 0}, e a Proposigdo A.1
garante que Gy € um grupo de Lie aberto em H. Ainda mais, como o modulo preserva o pro-
duto, o subconjunto S* C Gy determina um subgrupo fechado, portanto define um subgrupo

de Lie. O nosso objetivo é mostrar que S® define o recobrimento duplo universal de SO(3).

Assim como € feito nos complexos podemos definir os quatérnios reais e imagindrios
puros. Mais precisamente, definimos R = {t1: ¢t € R} e R* = {zi + yj + zk : z,y, 2z € R},
e denominamos R como o conjunto dos quatérnios reais e R* como o conjunto dos quatérnios

imagindrios puros.

Lema 4.1. Seja p € H tal que ¢ comuta com todo quatérnio imagindrio puro. Entdo p é um

quatérnio real.

Demonstragao. Se p = al+bi+cj+dkentdoip = —bl+ai—dj+ck, e pi = —bl+ai+dj—ck.
Segue de ip = pique c = d = 0, isto é, ¢ = al + bi. Da mesma forma, pj = aj + bk e
Jo = aj — UKk, entdo de ¢j = jo temos que b = 0, e ¢ = al € R, como o desejado. ]

Proposi¢io 4.2. Existe um homomorfismo de Lie sobrejetor Ad : S* — SO(3), cujo o niicleo
é¢{1,—1}.

Demonstragdo. Para cada ¢ € S*, associamos a transformagdo linear Ad,, : R* — R?, defi-
nida por
Ad,(v) = pvp™ .
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Primeiro vamos provar que Ad estd bem definida, seja ¢ € S®, considere primeiro Ad,, definida
em R*, evidentemente Ad,, € linear, e como [pvp | = |v|, Ad, : R* — R*é ortogonal. Ainda
mais, como Ad, (1) = 1, o subespaco dos quatérnios reais € invariante por Ad,,. Portanto, o seu
complemento ortogonal R? também € invariante por Ad,,. Portanto, a transformagao ortogonal
Ad, : R* — R? estd bem definida.

1 1

%
e ok !, que dependem de forma suave de ¢, portanto a aplicacio Ad € suave. Temos que
det(Ad,) = =£1, para todo ¢ € S®. Como S® é conexo e det(Ad;) = 1, devemos ter que

det(Ad,) = 1, para cada p € S?, portanto Im(Ad) C SO(3).

As colunas da matriz de Ad,,, na base candnica, sdo dadas pelos vetores @iy~

Evidentemente a aplicagdo Ad € um homomorfismo de grupo, e ainda mais o seu nicleo
é dado pelo conjunto {¢ € S? : v = vy Vv € R3}. Pelo Lema anterior concluimos que o

niicleo de Ad contém apenas os quatérnios {1, —1}. Em particular, Ad é localmente injetiva.

Resta mostra que Ad € sobrejetiva, mas como S é compacta e SO(3) € conexo basta
mostrar que Ad é uma aplicacdo aberta. De fato, se Ad é aberta, o fato de S* ser compacto

garante que Ad(S?) é um conjunto aberto e fechado em um conexo, portanto deve ser tudo.

Para mostrar que Ad é uma aplicacdo aberta, notamos que como essa € um homomor-
fismo de grupos de Lie tem posto constante. Portanto utilizando o Teorema do Posto, segue
do fato que Ad € localmente injetiva que seu posto ¢ maximo, agora como dim(SO(3)) =

dim(S?), este mapa deve ser um difeomorfismo local, em particular um mapa aberto. |

Definindo o subgrupo Z, = {1, —1} de S?, vemos que Z; = ker(Ad). Ainda mais, é
facil ver que Z, age de forma suave e livre, por translacdo a esquerda, em S3. Portanto pelo
Teorema B.5 temos que a projegio candnica 7 : S* — 53 /Z, é um recobrimento duplo, e como
S3 é conexa por caminhos e simplesmente conexa temos que esse € o recobrimento universal.

Notamos também, que por defini¢do, o espago S*/Z, € o espago projetivo P3.

A Proposigdo anterior nos diz que o mapa Ad : S* — SO(3) é constante ao longo das
fibras de 7, portanto como 7 € uma submersdao podemos passar ao quociente de forma suave
obtendo uma aplicagdo Ad : P> — SO(3). Da mesma forma, 7 é constante ao longo das fibras
de ¢, entdo novamente podemos passar ao quociente de forma suave, obtendo uma aplicacio
7 : SO(3) — P3. Concluimos que Ad : P? — SO(3) é um difeomorfismo com inversa dada

por 7 : SO(3) — P?, em suma temos o seguinte diagrama:

53— A ,30(3)

=
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Portanto o mapa Ad = Ado7 : S% — SO(3) define o recobrimento universal de SO(3).
Entio, definido p = 'z 0 Ad : S® — SL, temos que o mapa p define o recobrimento universal
de SL, em particular podemos aplicar a teoria desenvolvida no Apéndice B para estudar o

conjunto:

(L) = {v € C"([0,1],5£) = 7(0) = (1)}

Utilizando a Defini¢ao B.10 e a Proposicdo B.12, garantimos a existéncia de uma apli-
cacdo p : II(SL) — Z,, dada por:

1, se(0) #75(1);

0, se7(0) =~(1),
onde, v € TI(SL) e ¥ é um levantamento de . Satisfazendo as seguinte Propriedades:

Proposicao 4.3. Sejam v, 0 € TI(SL). Entdo:

1. Se vy e o tem o mesmo ponto base, entdo:
p(y* o) = (u(y) + p(o)) mod 2.

2. Se vy e o sdo livremente homotdpicas ', entdo () = u(o).

3. Se u(vy) = u(o), entdo ~y e o sao livremente homotopicas. Caso 7y e o tenham o mesmo

ponto base, temos que v = o.

4. Dado Ly € SL e k € Zy existe v € I1(SL), tal que v(0) = v(1) = Lo e p(y) = k.
Corolério4.4. Dado Ly € SL temos que o 2-indice i : 11(SL) — Zy descende a um aplicagdo
n:m(SL, Ly) — Zo

] = 1)

Ainda mais, a aplicagdo i é um isomorfismo de grupos.

Uma maneira ingénua de definir o Indice de Maslov para SL, seria através do mapa
p: (SL) — Zs, e dessa forma poderiamos provar que essa € a tnica aplicagdo II(SL) — Zs

satisfazendo as propriedades da Proposicdo 4.3.

Seja X um espaco topolégico, dois caminhos fechados e continuos o, 3 : [a,b] — X, sdo ditos livremente
homotdpicos, se existe uma aplicagéo continua H : [a, b] X [a,b] — X, tal que: H(s,0) = «(s), H(s,1) = 5(s)
e H(0,t) = H(1,t), paracada t € [a,b].
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Mas a principio essa defini¢do ndo nés da nenhuma propriedade relacionada a teoria
de transversalidade como temos para o caso simplético. Para tanto, inspirado no Lema 1.13 e
no Exemplo 1.16, podemos estudar a relagdo do mapa . : II(SL) — Zs,, com as subvarieda-
des £*(Lg), para algum Ly, € £. Mas note que diferente do caso simplético, a subvariedade
LY(Lg) ndo tem codimensdo 1 em £, de fato tem codimensio 0, ainda mais podemos ter que a

intersec¢do de L'(Ly) com SL € vazia.

Por outro lado, fazendo Lo = L_;; = E € L e utilizando o Coroldrio 3.53, garantimos

a existéncia de uma decomposi¢ao
SL = L(Lo) U L*(Ly),

onde £°(L) é aberto e denso em SL, e L£?(Lg) é uma subvariedade de codimensdo 1 em
SL. O resto dessa se¢@o € devoto a estudar as relagdes da aplicagdo u : II(SL) — Z, com a
subvariedade £2(Lg).

Primeiramente, notamos que a Proposicao 3.51 garante que:
P,El (£%(Lo)) = {A €S0(3) : mul(A, —1) = 2}.

Como para toda aplicagdo A € SO(3), existe ¢ € S® tal que Ad, = A, ¢ natural se perguntar
quais condigdes ¢ deve satisfazer para que mul (Ad,, —1) = 2.

Suponha que ¢ € S% e existe w = zi + yj + zk € R?\ {0}, tal que Ad,(w) = —w, ou
de forma equivalente:

pw + we = 0.

Se ¢ = al + bi + cj + dk, temos que:
ow = (=br — cy — dz)1 + (ax + cz — dy)i + (ay — bz + dx)j + (az + by — cx)k,
por outro lado
wp = (=bx — cy —dz)1 + (ax + dy — cz)i+ (—dx + ay + bz2)j + (xc — yb + az)k.
Entdo a equagdo pw + wp = 0 € equivalente ao sistema de equacdes:

(bw+cy+dz:O,
2ax = 0,
2ay = 0,

\2(12 =0.
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Mas como w # 0, devemos ter que a = 0. Entdo a equagdo Ad,(w) = —w, é equivalente ao
sistema
br 4+ cy +dz =0,

a=0.

Portanto provamos o seguinte Teorema:

Teorema 4.5. Seja ¢ = al + bi + ¢j + dk € S3. Entao existe w = xi + yj + 2k € R?\ {0}

tal que Ad,(w) = —w, se e somente, se a = 0 e bx + cy + dz = 0.

Corolario 4.6. Dado ¢ = al +bi+ ¢+ dk € S? temos que mul(Ad,, —1) = 2, se e somente,
se a = 0.

Demonstragdo. Se mul(Ad,, —1) = 2, existe w € R?\ {0} tal que Ad,w = —w, entéo pelo

3
Teorema anterior temos que a = 0.

Agora suponha que a = 0, entdo p € R3. Logo existem {wy,we} € R3\ {0} tais
que {wy,wy} é uma base para o espago {w € R? : (¢, w)rs = 0}. Portanto, novamente pelo
Teorema anterior, temos que Ad,(w,;) = —wj, para todo j = 1,2, assim mul(Ad,,—1) =
2. |

Definindo S? = {al + bi + ¢j + dk € S® : a = 0} C S?, temos que:
Ad(S?) = {4 €S0(3) : mul(A, —1) = 2} = Tz (L*(Ly)).

Mas note que utilizando o diagrama (4.1), € facil ver que podemos induzir uma estrutura de
subvariedade em Ad(S?), de tal que forma que Ad(S?) € difeomorfa ao espago quociente
S?/Z, = P?. Portanto, devemos ter que L£*(Ly) é difeomorfo a P?, uma consequéncia muito
relevante desse fato € que, a subvariedade £%(L,) ndo possui uma coorientagdo em SL, di-

ferente do caso simplético (ver [8]). Em suma, temos a seguinte ilustracdo do recobrimento
p:S®— SL:

<

A

VoL

SL £9(Lo) £2(Lo)
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Exemplo 4.7. Intersecoes Transversais.

De maneira informal considere a seguinte situagdo, suponha que v € 11(SL) é um loop suave
tal que v(0) = v(1) € LY(Ly), e para todo to € (0,1) tal que v(to) € L*(Ly), temos que essa
intersegdo é transversal (no sentido que o vetor tangente a vy, no tempo t = t, ndo esta contido
no espago tangente de L*(Ly)). Entdo¥(0),5(1) ¢ S?, e toda intersecdo com S* é transversal,
0 que garante que a quantidade de intersegoes é finita. Ainda mais, vemos que j1(y) = 0, se e

somente, se 5y é um loop, e nesse caso temos que a quantidade de intersecées com S* é par:

7(0) =4(1)

ARV,

Figura 4.1: p(y) = 0.

E temos que j(y) = 1, se e somente, se ¥ ndo é um loop, e nesse caso temos que a

quantidade de intersecoes com S? é impar:

7(0)

7(1)
Figura 4.2: p(y) = 1.

Ja que o niimero de intersegées transversais de 3 com S?, é exatamente o niimero de
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intersegdes transversais de -y com L*(Ly), temos a seguinte formula para o indice ji(vy):

u(v) = (#{t € (0,1) : ¥(t) € L*(Lo)}) mod2.
Na proxima se¢do vamos voltar a esse exemplo de maneira mais formal e precisa.

Exemplo 4.8. Intersecdo Nao-Orientada.
Recordamos que, no caso simplético, dado um loop ~y ndo trivial, entdo y nao é homotopico por

L esse fato é devido a Proposicdao 1.15, item

caminhos ao mesmo loop no sentido oposto v~
3. Essa Proposigdo reflete o fato que, no caso simplético, estamos lidando com intersecoes
com sinais, isso é, importa o sentido que a curva -y intersecciona a subvariedade A*(Ly) (ver

Capitulo 1).

Com esse exemplo vamos mostrar que o mesmo ndo ocorre nesse caso. Para tanto
considere 7 : [0,1] — S3, um grande arco de S® conectando os pontos 1 e —1 de tal forma
que 3(1/2) € S2. Entdo definindo v = po7 : [0,1] — SL, temos que v(1/2) € L*(Ly),

L ¢ um levantamento de

e ainda mais, pelo Coroldrio 4.4 o loop v ndo é trivial. Note que, 7~
~v~L, porém, a curva ¢ = — 7! também é um levantamento de v~ *, e claramente as curva ¥ e

0 sdo homotdpicas com pontos fixos, como podemos ver na figura abaixo:

-1

Fazendo H uma homotopia com pontos fixos entre 7 e o, vemos que H = p o H é uma

homotopia por caminhos entre v e Y, como queriamos mostrar.

O préximo passo € descrever o Indice de Maslov como um operador 1 : Hy(SL, £L°(Lg)) —
Zs, seguindo a teoria desenvolvida para o caso simplético, ver defini¢ao 1.14. Para tanto, pre-
cisamos provar que existe um isomorfismo H;(SL, £°(Ly)) ~ Z,, e adaptar o Lema 1.13.

Como o grupo fundamental de SL € abeliano, segue do Teorema de Hurewicz a seguinte
Proposicao.
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Proposicio 4.9. O primeiro grupo de homologia singular H(SL) de SL é isomorfo a Zo.

E utilizando o fato que qualquer complementar Lagrangiano L; a L, fornece um di-
feomorfismo X1, r, : £°(Lo) — Ba-s(L1) ~ R? (ver Coroldrio 3.34), obtemos o seguinte
resultado:

Corolario 4.10. A inclusdo:
q:(SL,0) — (S/J,AO(LO))

induz um isomorfismo:

s : Hl(Sﬁ) — H1 (Sﬁ,EO(Lo)) .

Em particular, o grupo de homologia relativo H, (SL, L°(Ly)) é isomorfo a 7.

Com a finalidade de apresentar uma adaptacdo do Lema 1.13, fazemos a seguinte defi-
nicao:
Defini¢iio 4.11. Seja v : [0,1] — A wma curva de classe C'. Dizemos que vy intersecta
transversalmente o conjunto L*(Ly), no instante t = to € (0,1), se y(ty) € L*(Ly), e temos

que:
span{v'(to)} ® Tv(t0)£2(L0) = Ty)SL.

Lema 4.12. Sejam 71,7 : [0,1] — SL, curvas de classe C' com extremos em L°(Ly), tais
que 7, e 7y, intersectam L*(Lo) uma tinica vez, e tal intersegdo é transversal. Entdo 7y, e 7s

sdo homologas em H,(SL,L(Ly)). E qualquer uma dessa curvas define um gerador para

H(SL, L°(Ly)).

Demonstragdo. Primeiramente, considere o mapa f : S® — R, dado pela projecdo na primeira
coordenada, isto é:
flal +bi+ ¢j + dk) = a,

para cada al + bi + ¢j + dk € S*. Entdo notamos que f~1(0) = S?, e 0 é um valor regular de
f

Sejam 1,75 : [0, 1] — S® levantes de v € 7o, tais que f(7;(0)) > 0, paraj = 1,2. En-
tdo para mostrar que 7; € Y s3o homologas em H;(SL, £°(Lg)) basta mostrar que f(7;(0)) <

0, para j = 1,2. De fato, pois nesse caso existem caminhos suaves o1, 05 : [0, 1] — 53, com
Im(oy) C {p € S®: f(p) >0}eIm(oqy) C {p € S%: f(p) < 0} satisfazendo:
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Dessa forma, as curva oy * 31 * 01 € 75 sdo homotdpicas com pontos fixos em S3, ja que S® é
simplesmente conexa. Logo essa homotopia, induz uma homotopia entre ; € 5, com extremos

em L°(L,) e portanto, y; € 2 sdo homologas em H;(SL, L°(Ly)), como o desejado.

Resta mostrar que f(7;(1)) < 0, para j = 1,2. Por comodidade, suponha que ~y re-
presenta alguma das duas curvas y; ou 7., € seja 7 um levantamento de v. Como p é um
difeomorfismo local € f4cil ver que as hipéteses do Lema garante que, 7(0),75(1) ¢ S?, existe
tinico ty € (0, 1) tal que J(ty) € S%e

span{7' (to)} ® Ty(0)S” = Ty(10)S".

Vamos mostrar que f(7(1)) < 0. Suponha por absurdo que f(7(1)) > 0,entdose { = fo7:
[0,1] — R, temos que £(t) > 0, para cada t # ty e &(to) = 0, logo a fungdo &, de classe C,
possui um minimo em ¢ = .

Seja g uma métrica Riemanniana em S®, entdo podemos definir o gradiente de f asso-

ciado a métrica g, e fazendo isto temos que:

Ts(10)S* = span{V f (F(to))} & Ty10)S7,

ja que f(7(to)) = 0, e 0 é um valor regular para f. Por outro lado, o fato de £ ter um minimo
em t =t implica que:

0=2¢"(to) =g (VI(F(t)). 7 (o)),
dessa forma ' (ty) € [V f(F(to))]"* = T5(,)S% absurdo pois 7' (t) € transversal a Tx;,)S?,
entdo devemos ter que f(7(1)) < 0, como o desejado.

Para provar que qualquer uma dessa curvas define um gerador para H,(SL, L°(Ly)),
segundo a Proposi¢do 4.9 e o Corolério 4.10, basta exibir um loop ndo trivial v € TI(SL)
satisfazendo as hipdteses de transversalidade. Para tanto basta considerar a curva v = p o 7,
onde 7 : [0,1] — S? é dada por, ¥(¢) = cos(7t) + sin(mt)k. [ ]

Agora estamos completamente aptos a definir o Indice de Maslov para o espaco vetorial
split (E @ E*, (-, -)), relativo ao Lagrangiano Ly = E € L .
Definicao 4.13. Definimos um isomorfismo:
piry : Hi (SC,L%(Lo)) — Zo (4.1)

da seguinte forma: tome uma carva vy de classe C* em SL com os extremos em L°(Ly) tal que
7 tenha apenas uma intersecdo com L*(Ly), sendo essa intersecdo transversal. Defina iy,
exigindo que a classe de homologia da curva v seja levada no elemento 1 € Zs. Pelo Lema

4.12, o isomorfismo (1.7) esta bem definido, isto é, independe da escolha de curva .
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Suponha agora que 7 : [0, 1] — SL € uma curva arbitrdria continua, com 0s extremos
em L°(Ly), entdo denotamos por jir,(7) € Zy 0 elemento correspondente 2 classe de homo-
logia de ~y pelo isomorfismo (4.1). O nimero i1, (7) é chamado de Indice de Maslov da curva

~ relativo ao Lagrangiano L.

A seguir apresentamos algumas propriedades do Indice de Maslov, que seguem direta-

mente das propriedades da homologia relativa.

Proposicao 4.14. Seja~ : [0,1] — SL uma curva com extremos em L°(Ly), entdo temos que:

1. sec :[0,1] — SL é uma curva com os extremos em L°(Lg) tal que v(1) = o(0), entdo

pire (v * o) = (pre (V) + pro(0))mod 2;
2. pr(vh) = mro ()
3. seIm(vy) C LO(Lo) entdo jir,(v) = 0;

4. se o : [0,1] — SL é homotdpica a vy com pontos livres em L°(Ly), entdo jur,(y) =
HKro (0>;

5. existe uma vizinhanca U de ~y em C°([a,b], SL) dotado da topologia compacta-aberta

tal que, se o € U tem extremos em L°(Ly), entdo pir,(y) = pur, (o).

Observacao 4.15. O objetivo dessa secdo é mostrar explicitamente que o recobrimento uni-
versal de SL é uma ferramenta importante para definir o Indice de Maslov, além disso esse
caso deixa explicito que assim como no caso simplético, podemos definir o Indice de forma
que se relacione de forma esperada com as subvariedades L*(Ly). Ainda mais, essas propri-
edades mostram que o Indice de Maslov, como definido, é uma ferramenta iitil para estudar a

transversalidade de subespacos Lagrangianos.

4.2 Caso Geral

O objetivo dessa secio é desenvolver uma defini¢do coerente do Indice de Maslov para a
Grassmanniana Lagrangiana SL = SL(E & E*), onde n = dim(F£) > 3. Para tanto, fixamos
o Lagrangiano Ly = E € L, e denotamos por SL a componente conexa de L referente ao

Lagrangiano £, que por sua vez é complementar a L.

Tendo como base a se¢do anterior, os principais pontos a serem abordados para fazer
uma defini¢do concisa do Indice de Maslov sdo, estudar o Grupo Fundamental e o recobrimento
universal de SL, e estender o Lema 4.12 para o caso geral.
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Para estudar o Grupo Fundamental de S L podemos fazer como anteriormente. Fixando
uma base B = {F, ..., E,} de E, a aplicagdo 'z : SO(n) — SL definida em (3.17) é um
difeomorfismo, entdo para estudar o o Grupo Fundamental e o Recobrimento universal de SL,

podemos focar nossas aten¢does em SO(n), onde n > 3.

Recorrendo ao Lema 2.48 temos que o Grupo Fundamental de SO(n) é isomorfo a ao
grupo abeliano Z,. Ainda mais, recordando as defini¢des feitas na Secao 2.3, relembramos que

a representacdo adjunta torcida:
Ad : Spin(n) — SO(n),

é exatamente o recobrimento universal do grupo ortogonal SO(n).

Entao definindo:

p=TIg o Ad : Spin(n) — SL
QY = LAvdq,’
temos que o mapa p € o recobrimento duplo universal de SL. Portanto, podemos utilizar a

teoria desenvolvida no Apéndice B para definir o conceito de 2-indice, e assim entender melhor

o isomorfismo 7 (SL) ~ Z,, como ja fizemos para o caso n = 3.

Por outro lado, com o objetivo de estender o Lema 4.12, notamos que uma parte crucial
de sua prova € estudar a decomposicdo SL = |J,~, £**(Lo) (proveniente do Coroldrio 3.53)
via 0 mapa de recobrimento p, mais precisamente estamos interessados em responder a seguinte

pergunta:
Quais propriedades um elemento ¢ € Spin(n) deve satisfazer para que p(¢) € L*(Lg)?

Dedicamos a préxima se¢do a responder essa pergunta.

4.2.1 Forma Candnica em Spin(n)

Primeiro relembramos que se {ey, ..., e, } é a base candnica de R", entdo a dlgebra de

Clifford C/(n), é gerada como dlgebra por essa base sujeita as relagdes:

1, sei =7
€Z‘€j =
—eje;, el F£ J.
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Portanto definindo, @O(n) =Re @k(n) = span{e;,...e;, : 1 < iy < ... <ix < n},
temos a seguinte decomposi¢ao da algebra de Clifford:

Cl(n) = é@’“(n).

——k

No caso de ¢ € Cl (n), dizemos que ¢ é um elemento homogéneo de ordem k. Definimos
o - A .

também os mapas [-| : C¢(n) — C¢ (n), como sendo as projecdes candnicas relativas a essa

decomposicao.

~ ~ . YoV PRI ~ .
Observacao 4.16. A notagcdo com barra sobre o conjunto CU (n) é utilizada para ndo criar

ambiguidade com os conjuntos CL°(n) e Cl*(n) ja definidos anteriormente.

Agora suponha L. € SL, sabemos que existe ¢ € Spin(n), tal que L = L;dw. Portanto,
a Proposicdo 3.51 garante que L = LA~dw € L?*(Ly), para k > 0, se e somente, se

mul (A\a@, —1) = 2k.

Entdo para estudar as condigdes que ¢ deve satisfaze para L = p(¢) € L?*(Lg), devemos
estudar as condi¢des que ¢ deve satisfazer para que mul (Adw, —1) = 2k.

Para tanto relembramos que como ;Avdw € SO(n), existem p,qg € N, Q € O(n) e
ndmeros 04, ..., 0, € (0, 2), tais que:

A\aso = Q © R(p7 917 --‘aeq) o Q_17

onde p = mul (Avdw, 1> , e o operador R(p, b1, ..., 0,) é dado na base canonica pela matriz:

sendo que a matriz R(6;) ¢ dada por:

L COS(gj) —sin(ej)
(o) <sm<ej> COS@'))'

Considerando o recobrimento Ad : Pin(n) — O(n) (ver Teorema 2.43), existem &, ¢ =
Y(p, b1, ...,0,) € Pin(n) tais que:

A\ag = Q € ;‘;(/Lp = 'R(p, (91, ...,Qq).
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Mas como det (R(p, b1, ...,0,)) = 1, podemos garantir que ¢ € Spin(n). Ainda mais, temos

0 seguinte:

%mul (A\a@, —1) = %mul (Avdw, —1)

=#{je{l,....q}: 6, =7}

Vamos mostrar como construir o vetor v explicitamente. Para tanto, notamos que:

R(p,b1,....0,) =R(p+1,00)R(p+3,6).. R(n—1,6,),

onde R(7,0), para 1 < i < n, é operador que possui a seguinte forma matricial, na base

candnica:

indices i i+1
1
1
i cos(f) —sin(0)
i+1 sin(f)  cos(f)
1
1

Novamente, como R (i, ) € SO(n), existe u(i, ) € Spin(n) tal que R (i, 0) = Aﬁu(w).

E € possivel exibir o vetor u(i, f) explicitamente.

Lema 4.17. Sejam 1 <i <ne6 € (0,2n). Entdo, definindo v = cos(0/2) — sin(0/2)e;e; 41,
temos que v € Spin(n) e R(i,0) = Ad,.

Demonstragdo. Primeiramente notamos que:
cos(0/2) — sin(0/2)e;e;41 = (cos(0/2)e; + sin(0/2)e;11)(e;).

Pela formula acima claramente v € Spin(n). Ainda mais, Avdv = Avdcos(e /2)ei+sin(0/2)ei1 oAvdei ,

utilizando a equagdo (2.6) e a Proposigdo 2.35, temos que para cada k € {1,...,n}:

A\(/iei(ek) = e, — 2{(e;, ex)e;

= (—1)5ik€k.
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Portanto, se k € {1,....,k} étalque k ¢ {i,7 + 1}

Eiv(@c) = A\_(/icos(G/Q)ei—l—sin(@/Q)ei_‘_l (ek)
= e — 2(cos(0/2)e; + sin(0/2)e;1, ex)(cos(0/2)e; + sin(0/2)e; 1)

= €.
Por outro lado:

A\av(ei) = _A\acos(9/2)ei+sin(9/2)ei+1(ek)
= — (e; — 2(cos(0/2)e; +sin(0/2)e; 11, €;)(cos(0/2)e; + sin(0/2)e;11))
= (2cos*(0/2) — 1)e; + 2 cos(0/2) sin(6/2)e 41
= cos(f)e; + sin(0)e;1.

Por fim, temos que:

Kav(ei+1) = AHcos(0/2)ei+sin(9/2)ei+1(Eiﬂ)
= e;41 — 2(cos(0/2)e; + sin(0/2)e; 11, €;11)(cos(0/2)e; + sin(0/2)e; 1)
= —2cos(6/2) sin(0/2)e; + (1 — 2sin*(0/2))e; 1
= —sin(f)e; + cos(6)e;t1,

concluindo assim a prova. [ |

Utilizando o Lema anterior podemos tomar o vetor ¢ = (p, 0, ...,0,) € Spin(n)

como sendo:
w = u(p + 17 91)u<p + 37 92)“(” - 17 (911)7

onde u(i,0) = cos(0/2) — sin(0/2)e;e;11. O objetivo do préximo Teorema € fornecer uma
descri¢ao mais precisa do vetor 1.

Teorema 4.18. Seja v = u(j1,01)...u(jx, 0k), onde 1 < ji, jr < neji+ 1 < jiy1. Entdo

pOdemOS escrever.
k
w = E 77Z}217
=0

onde para cada l € {1, ..., k} temos que, 1y € @zl(n) e este é dado por:

! 21
(=12 = E : i1..0y €i1 Cig+1+-- €4, €41 4.2)
11<...<7;
im€{J1,.k }
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2l
11...8

0 7 0 7 0 r1 9 Tt
wff” = sin <%> ...sin <%) CoS (%) ... COS <%) ;

sendo que o conjunto {ry,..,r;} é dado pelo complementar de {iy,...,i;} em {ji,...,jr}, €

Onde, os coeficientes , 8do dados por:

C: A1, git — {1, ..., k} é a bijecdo dada por ((j.,) = m, para cadam € {1, ..., k}.
Demonstragdo. A prova dessa identidade € feita por indugcdo em k. O caso k = 1 € trivial pois:
u(j1,61) = cos(6;/2) —sin(0;/2)e;e;41.

Agora suponha que a identidade vale para vetores da forma u(j;, 01)...u(jx, 0% ), € vamos mos-
trar que vale para o vetor ¢, da forma 1) = wu(jy,01)...u(Jx, O )u(jr+1, Ok+1), que satisfaz as

hipéteses do enunciado.

Definido ¢ = u(j2,02)...u(Jrs1,Orr1), temos por hipétese de inducgéo que existe uma
decomposicao 1) = 21220 1y, satisfazendo as condi¢des do enunciado. Assim:

W = (cos(61/2) — sin(61/2)ej,e5,11)0
= COS(91/2>QZQ + ...+ COS(Ql/Q)JQk - Sin(91/2)€jl€j1+1@z0 — ... — Sin(91/2)€j1€j1+1&2k.

Mas como j; + 1 < ja € jp + 1 < jmy1, paracadam = {2,..,k — 1}, temos que para cada
[ €{1,..,k}, vale que:
——2l+2

COS<(91/2){D\;[ € @21(71), sin(91/2)ejlej1+llzgl e Cl “(n).

Portanto definindo:

0,/2)0, 1 = 0;
= {COS( 2 (43)

cos( /2) by — Sin(91/2)ejlejl+1z;2(l_1), [ >2.

Temos que ¥y € @21(71), e ainda mais ¢ = Zfiol 9. Por fim, € fécil ver que a expressdo
em (4.3) é igual a expressdo em (4.2), para o caso que consideramos {71, .., jx+1}. Concluindo
assim o passo indutivo e também a prova. |

Voltando a discussao do inicio da se¢do, fixamos um Lagrangiano L = LKZLP € SL,
onde ¢ € Spin(n). Entdo notamos que existem £ € Pin(n) e ¢ € Spin(n), tais que ¢ =
&P&1, sendo que 1) pode ser tomado da forma:

Y=u(p+1,01)..u(n—1,60,).
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Onde p = mul(Avdw 1),e mul(ATij7 —-1)=#{je{1,...,q} : 0; = w}. O Teorema 4.18 nés
da uma decomposicdo de 1. Porém, estamos interessados em estudar o vetor ¢ = £¢~ 1, entdo
devemos entender como a decomposicao de 1) se comporta sobre a conjugacdo pelo elemento

€.

Lema 4.19. Sejav e R" e € cr” (n), onde n’ < n é par. Entdo vipv € @n/(n)

Demonstragdo. Utilizando a linearidade da multiplicagdo em C/(n), e o fato que o vetor i) €

Cr" (n) pode ser escrito como:

77/] = Z @bjl__jn,@jl...ejn,,

1<ii<..<jgr<n

basta provar o Lema para o caso que ¢ = ¢j,...¢; ,,onde 1 < j; < ... < j < n.

Sejam m’ = n —n’ e iy, ..., i, 0 complementar de {ji, ..., j»} em {1,...,n}. Entdo

podemos decompor v como vy + vy, onde:

n/ ’

m
Yo = E U €y UL = E Uiy €4y

k=1 =1

onde vj, , v;, € R, para cada k e [. Entdo:

v = Vo) + 1Y
n’ m’
= Z Uy, € <€j1"'€jn/) + Z/Uileil (ejr"ejn/)
k=1 =1

I

n' m
- (=1)tle. T e e e ,
= E v, (=1)" ey, 8,05, F E Vi, €4,€4, €],
k=1 =1

sendo que, o chapéu denota a auséncia do elemento como usualmente. Dessa forma, definido:

n’ m/

0 k+1 1
Q/} = Zvﬂk(_l) * ejl...éjz...ejn/, ¢ = Zvileilejl...ejn,

k=1 =1
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temos que vipv = Yug + vy + Plog + Y. Assim computamos:

’ ’

n n
0, _— (1)l o e
vy = E vj, (—1) €y Chp-naCj, g Vj, €,
k=1 k=1
— oy (—1)EHL, . 2 o 6l e (1)L, = o o
_E v;,05,(—1) ejl...ejk...ejn,ejT+E 05,05, (=1)" e, €5 €5,
r<k r=k
k+1 —~
+ E ’Ujk’UjT(—l) ejl...ejk...ejn/ejr
r>k
n/
— oy (1), 02 _02 . .
= E 07,05, (=1)"" e, €y €5, €5 €5, + E V3, €5,
r<k k=1
k+1 ~ 2
+ E v;, 04, (—1) €jy--Cjp--€j €5, €,
r>k

2 § §
vjkejl...ejn/ — Ujkvjrejl...ejn,ejkejT — Ujkvjrejl...ejn,ejkejr
k<r k>r
2

—vjkejl ...€jn, .

n'
k=1
n/
k=1

Portanto temos que ¢°vy € C¢ (n). Ainda mais,

n m
0, — (1. 2 o e
v = v, (=1)"ey, . 85,5 g Vi, €4,
k=1 =1
n’ m
= E :Ujkvlz( 1) €i,€j1---Cjp €5,
k=1 =1
m’ n’
1 _
¢ Yo = (E :Uileizej1 €5 E :Ujkejk
=1 k=1
m'  n'
= E : vizvjk(_l) €iCj1--Chg -+
=1 k=1

I
[
S
T
5
S
B
D
S
)
h
S
Q)
Q.
=
o
<
3\



102 Caso Geral

E assim ¢)'v; € Cl" (n), e entdo vipv € CL " (n), como queriamos mostrar. |

Proposicao 4.20. Sejam & € Pin(n) e ¢ € ar” (n), paran’ < n onde n' é par. Entdo temos
que £~ € CU* (n).

Demonstragdo. Como ¢ € Pin(n), utilizando o Coroldrio 2.44, temos que existem vetores

unitérios vy, ..., v, € R™ com, tais que £ = v;...v,.. Por outro lado, £~! = v,....v; , portanto:

Y& = v vy,

Entdo, utilizando o Lema 4.19 indutivamente obtemos que ¢ € CO" (n). [ |

Acabamos de provar que conjugacdo por elementos de Pin(n) preservam a decompo-
si¢do do Teorema 4.18, vamos utilizar esse fato para estudar as condi¢des sobre ¢ € Spin(n),

para que L = LAV% € L?*(Ly), para k > 0, como propomos no comego da se¢ao.

Teorema 4.21. Sejam L € SL e ¢ € Spin(n), tais que L = Ly, - Entdo L € L2?*(Ly), para
k >0, se e somente, se ¢ € D, @21(77,) e [¢]ar # 0.

Demonstracdo. Primeiro notamos que pela discussao feita no inicio da sec¢do existem p, g € N,
¢ € Pin(n) e nimeros 6y, ..., 0, € (0,27) tais que:

Aaw = Ka&wi’l’

onde p = mul <;A71¢, 1), e = ulp+1,600)ulp+3,0s)..u(n —1,0,). Dessa forma, ¢ =
+&p€1, assim podemos supor sem perda de generalidade, que ¢ é dado por &L,

Por comodidade definimos {ji, .., j,} = {p + 1, ...,n — 1}, utilizando o Teorema 4.18

podemos decompor o vetor ¢ na forma:
q
=Y,
1=0

onde 1y € @%(n), paracadal = 0, .., g, e cada vetor ¢/ tem a forma (4.2). Entdo, utilizando

a Proposi¢ao 4.20 podemos decompor o vetor ¢ como:
q
Y= Z £w2l€717
1=0

sendo que £yt € @21(71), paracadal =0, ..,q.
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Suponha primeiro que L = anw € L?*(Ly), para k > 0. Primeiro suponha que k = 0,
entdo s6 temos que mostrar que [p]o # 0, mas veja que:

7 w)o& = by = cos (%) ... COS (%) .

1 —
0= Smul (Ady, —1) = #{j € {1, ..a} : ; = 7,

portanto € facil ver que 0 < 6,,/2 < w é diferente de /2, para todo m = 1,...,¢, e assim

Por outro lado:

&7 ]o& deve ser ndo nulo. Agora suponha que k > (0, vamos mostrar que [p]y; = 0, para todo
[ < k. Para tanto recordamos que:

l _ E : 21
(—1) Q/JQZ = i1...il€i1€i1+1"'€ileil+17
11<...<9]
im€{J1,Jk }

entdo basta mostra que dado 1 < 4y < ... < ¢ < n,com iy, € {Jj1,....J,} param = 1,.... 1,

2
i1

6 7 6 i 9 r 0 e
@/J?l ;, = sin ) gn (20 ) og [ 200 ) o [ 280 7
1...71 2 2 2 2

sendo que o conjunto {ry,..,7;} é dado pelo complementar de {i1,...,%;} em {ji,...,Jx},

temos que = 0. Mas sabemos que:

¢: {1, gkt — {1, ..., k} é abijecdo dada por ((j,,) = m, paracadam € {1, ..., k}.

Utilizando do fato que [ < k, vemos que:

l<#{je{l,...,q}:0; =7},

2l

portanto deve existir 7, € {r1,...,r;} de forma que () = 7, assim ¢}’ ; = 0 e entdo

[0lar = Y&~ = 0, como querfamos.

Resta mostrar que [¢]o;, # 0, para tanto notamos que como k = #{j € {1, ...,q} : 0; =
7}, existem iy, ..., i, € {J1, ..., Jq} de forma que O(;,,) = 7, paracadam = 1,.... k,e 0,y # 7,
para cadam’ € {1, ..., ¢} \ {C(41), ..., C(ix)}. E facil ver que o coeficiente 12 ; & ndo nulo, e
por consequente [p]or, = Eoré ™ # 0.

Agora suponha que ¢ = £y¢, € tal que ¢ € |, @Ql(n) e [plar # 0, entdo vamos
(Adﬂov_l) = #{j €

[
mul

provar que L = me € L%(Ly), ou de forma equivalente k = %

{1,...,q}: 0; =7}
Primeiro suponha que k& = 0, entdo o fato de que 0 # £~ {p]o& = 1)y implica que:

0 # g = cos (%) ... COS <%>
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assim devemos ter que 6,, # w, para cada m = 1,...,q. Dessa forma mul <Avd¢, —1> =0,

como queriamos.

Agora suponha que k > 0, dessa forma temos que 0 = £ [p]o€ = 1, entdo:

0 0
0 = 1)y = cos <§1> ...COS (Eq) ,

portanto existe a; € {1,...,q} tal que §,, = 7. Utilizando o mesmo raciocinio, se temos que

1o = 0, entdo:
. eal 9]_ /? eq
O=sin|—)cos|{—=]..cos <—1> ..Cos | =
2 2 2 2
= cos 2 c‘o’/s(El) cos by
5 ) - 5 )
logo existe ay € {1,...,q} \ {a1}, tal que 6,, = w. Seguindo indutivamente, exibimos

uma sequéncia ay, ...,ar € {1,...,q}, de forma que 6,,, = =, param = 1,..., k. Portanto,
mul <Ad<p, —1) > 2k, mas se mul (Adw, —1) > 2k, terfamos que v, = 0, o que € um
absurdo pois:

0 # [p)or = Epopl .

Assim concluimos a prova do Teorema. [

Corolario 4.22. Sejam ¢, ¢’ € Spin(n), entdo L, M Lz , se e somente, se [¢~"'¢']g # 0.
©

Demonstragdo. PelaProposicdo 3.51, temos que L Ad, M Lz , seesomente, se mul (1&\(/190—1 o
(%}

0. Mas pelo Teorema anterior mul (Aﬁww, —1) = 0 se e somente, se [p~'¢']y # 0, con-

cluindo a prova. [

4.2.2 Indice de Maslov via Homologia Relativa

O objetivo dessa secao € estender o Lema 4.12 para o caso geral, e fornecer uma defi-
nicdo consistente do Indice de Maslov, relativo ao Lagrangiano L, = FE € £, via homologia

relativa como feito para o caso n = 3.

Revendo a demostracdo do Lema 4.12 notamos que um dos principais passos € realizar a
subvariedade p~!(L?(Lo)) como valor regular de uma fungdo suave, no caso € possivel realizar
a subvariedade £?(Ly) como um valor regular também, porém apenas de um conjunto aberto
de Spin(n).
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Relembramos que o mapa p : Spin(n) — SL, dado por ¢ — L Rd, ¢ o recobrimento
duplo universal de SL. Considere o seguinte subconjunto de Spin(n):

F=p"! (U a%(LO)) .

Utilizando o Lema 3.46 e notando que F = p~'(SLNL=*(Ly)), vemos que o conjunto F define
um fechado em Spin(n). Entdo definimos o aberto &/ C Spin(n), como sendo o complementar

de F em Spin(n), isto é:
U=p " (L2Lo)) Up ' (L2(Lo)) -

Sendo que £°(L) € um aberto em SL, e £?(L,) é uma subvariedade de codimenséo 1 em SL.
Por outro lado, utilizando o Teorema 4.21 podemos decompor o conjunto £%(L,), da seguinte

forma, definimos:
Spin_ (n) = {¢ € Spin(n) : [plo > 0}, Spin_(n) = {¢ € Spin(n) : [¢]o < 0}.
Entdo temos o seguinte resultado.
Lema 4.23. Seja p : Spin(n) — SL o recobrimento universal de SL. Entdo:
p~1(£°(Lo)) = Spin_ (n) U Spin_(n).
E ainda mais, a aplicagdo plg., (, : Sping(n) — L0(Ly) ~ R2""V ¢ yum difeomorfismo.

Demonstragdo. Primeiro notamos que o Teorema 4.21 nés diz que p~'(L%(Ly)) = {p €
Spin(n) : [¢]o # 0}, portanto provamos que:

p~(£°(Lo)) = Spin_ (n) U Spin_(n).

Resta mostrar que plg.;, () : Spin.(n) — L%(Lg) é um difeomorfismo. Mas utilizando o fato
que Ker(;‘,vd) = {1, -1}, ¢ facil ver que a aplicagdo plg.;, (,) : Spin.(n) — L(Ly) € uma
bijecao, por outro lado como p € um difeomorfismo local, estd deve ter posto médximo constante,

portanto pelo Teorema do Posto deve ser um difeomorfismo. |

Agora vamos mostrar que p~1(£%(Lg)), pode ser realizada como o valor regular da

seguinte funcdo:

f=Tloly :U—R
@ = [©lo.
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Lema 4.24. Seja p : Spin(n) — SL o recobrimento universal de SL. Entdo,
F7H0) = p™" (L%(Lo)) -
Demonstragdo. E ficil ver que:

F7H0) =Un{p € Spin(n) : [g]o = 0}
= (Spin_ (n) U Spin_(n) U p~"(L*(Lo))) N {¢ € Spin(n) : [plo = 0}
= p 1 (L%(Lo)) N { € Spin(n) : [¢]o = 0}.

Mas pelo Teorema 4.21 temos que p~*(£L?(Ly)) C {¢ € Spin(n) : [plo = 0}, concluindo a
prova. [

Teorema 4.25. Considere f : U — R dada por, f(p) = [plo, entdo 0 é um valor regular de f.

Demonstragcdo. Primeiro notamos que a Proposi¢ao 2.51 nés diz que a dlgebra de Lie spin(n) C
cl(n) é dada pelo espago @2(71) Entdo , como U C Spin(n) é aberto, dado ¢ € U, podemos
fazer as seguintes identificacdes:

T, U ~ T,Spin(n) ~ ¢ - spin(n) =~ ¢ - @2(71) C cl(n).

Por outro lado, como a aplicagdo f : U — R € a restricao da aplicagdo linear C4(n) > ¢ +—

[¢]o € R, identificamos o operador df,, : T,/ — R com a aplicagdo linear:
df, @-@z(n) —+R
¥ = [Ylo.

Entdo, mostrar que 0 € valor regular de f, é equivalente & mostrar que para p € f~*(0) existe
Y € - CC (n) tal que []o # 0.

Mas de fato, utilizando o Lema 4.24 vemos que ¢ € p~'(£L?(Ly)), entdo pelo Teorema
4.21 temos que [p]s # 0. Assim, podemos decompor o vetor ¢ da seguinte forma:

p=¢"+¢

onde ©° € @2(71) ep' € P,y @21(71), sendo que ¢ # 0. Podemos escrever ¢” em termos

o’ = Z ngjeiej'

i<j

dabase {ey, ..., e, } como:

Portanto devem existir 1 < k£ < [ < n, tais que 9021 = (. Portanto

@Oekej = —ppy + %o,
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sendo que 60@1 (n) &l (n). Por outro lado, € fécil ver que p'ere; € Py cr” (n), portanto:

[pereslo = —pp # 0,

e como weie; € ¢ - @2(71), temos que df ,(pexe;) # 0, e portanto 0 é um valor regular de f,

concluindo a prova. |

Corolario 4.26. O subconjunto p~'(L*(Ly)) de Spin(n) é uma subvariedade mergulhada de

Spin(n) codimensao 1.

Demonstragdo. Utilizando o Lema 4.24, temos que p~*(L*(Lg)) = f~'(0). Pelo Teorema
anterior temos que f~'(0) é uma subvariedade mergulhada de U, como U € aberto em Spin(n) e
composi¢ao de mergulho € mergulho, devemos ter que f~!(0) é uma subvariedade mergulhada

de Spin(n) como o desejado. [ |

Como vimos anteriormente, o difeomorfismo I's : SO(n) — SL, mostra que o Grupo
Fundamental de SL € isomorfo ao Grupo Abeliano Z,, entdo o Teorema de Hurewicz garante

a seguinte Proposicao .
Proposicao 4.27. O primeiro grupo de homologia singular H,(SL) de SL é isomorfo a Zs.
E utilizando o fato que qualquer complementar Lagrangiano L; a L, fornece um dife-

omorfismo xr, r, : £°(Lo) — Ba-s(L1) ~ R2"("=1) (ver Coroldrio 3.34), obtemos o seguinte

resultado:
Corolario 4.28. A inclusdo:
q: (Sﬁ,@) — (Sﬁ,AO(LO))

induz um isomorfismo:
s : Hl(Sﬁ) — H1 (SE,ﬁO(LQ)) .
Em particular, o grupo de homologia relativo H, (SL, L°(Ly)) é isomorfo a Z.

Com o objetivo de definir o Indice de Maslov via Homologia Relativa, primeiro defini-

mos o conceito de intersegdo transversal de uma curva com a subvariedade £%(L).

Defini¢ao 4.29. Seja v : [0,1] — SL, uma curva de classe C* tal que v(0),v(1) € L%(Ly).
Entdo, dizemos que ~y tem uma interse¢do transversal com a subvariedade L£*(Lo) emt = to €
(0,1), se y(to) € L*(Lo) e temos que:

span{?'(to)} @ Ty 1)L (Lo) = Ty(10)SL-
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Proposiciao 4.30. Seja vy : [0,1] — SL, uma curva de classe C*, tal que ~v(0),~(1) € L°(Ly).
Suponha ainda que vy tem apenas um intersecdo com o conjunto Ukzlﬁ%(Lo), emt =1y €
(0,1), e tal intersecdo é uma intersecdo transversal com o conjunto L*(Ly). Entdo, dado um
levantamento 7y de v, relativo ao recobrimento p, temos que o levantamento  tem apenas uma
interse¢do com o conjunto {@ € Spin(n) : [p]o = 0}, e tal intersecdo é tal que ¥(t) € f~1(0)
e ainda mais:

span{7'(to)} @& Tso) f(0) = Ts(4,)Spin(n). (4.4)

Demonstragdo. Por hipétese v(t) € Up>1L**(Lg), somente se t = t, € (0, 1), entdo pelo
Teorema 4.21, temos que [Y(t)]p = 0, somente se t = t, € (0,1). Por outro lado, como
v(tg) € L2(Ly) temos pelo Lema 4.24, que ¥(t) € f1(0).

Resta provar a identidade (4.4). Para tanto, basta mostrar que 7' (t9) ¢ 5t/ *(0).
Suponha por absurdo que 7'(ty) € T5¢,)f~'(0), entdo existem £ > 0 e uma curva suave

o : (—e,e) = f71(0), de forma que 5(0) = F(to) e ¢/(0) = 7'(ty). Portanto, fazendo
o = poa,temos que o(0) = y(ty) e o’ (0) = +'(ty), dessa forma obtemos que:

Tt £*(Lo) 3 0'(0) = dp(5(0)) - &(0)

= dp(F(to)) - 7' (to)
d

- A(t
o t:topov( )

= 7(to)-

Absurdo, pois por hipétese temos que a intersegio de y com a subvariedade £?(Lg) € transver-
sal. |

Munido das ferramentes e aparatos desenvolvidos nas ultimas se¢des somos capazes de
estender o resultado do Lema 4.12 para o caso geral, utilizando uma demonstracao semelhante

ao caso n = 3, a seguir apresentamos essa demonstracao.

Lema 4.31. Sejam 71,7, : [0,1] — SL, curvas de classe C* com extremos em L°(Ly). Su-
ponha que 7, e 7y, intersectam U2 L**(Lo) uma tinica vez, e tal intersegdo é transversal com
L2(Ly). Entdo vy, e yq sd@o homologas em H,(SL, L°(Ly)), e qualquer uma dessa curvas define
um gerador para H,(SL, L°(Ly)).

Demonstragcdo. Sejam 71, 7s : [0,1] — Spin(n), levantes de 7, e 72 com relag@o a aplicagéo
de recobrimento p, possivelmente substituindo 7y, por —7;, para j = 1,2, podemos assumir
que:

[71(0)]o, [72(0)]o > 0.
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Para provar que 7; € 72 sdo homologas em H,(SL, £?(Ly)), basta provar que:

1 (D]o, [72(1)]o < 0.

De fato, pelo Lema 4.23 os conjuntos Spin, (n) e Spin_(n) sdo conexos por caminhos, en-
tdo existem curvas suaves 01,0, : [0,1] — Spin(n), com Im(oy) C Spin, (n) e Im(oy) C
Spin_ (n) satisfazendo:

Dessa forma, como a variedade Spin(n) é simplesmente conexa, existe uma homotopia com
pontos fixos, digamos H : [0, 1] x [0, 1] — Spin(n), entre as curvas o5 %7, %01 e 3». Utilizando
o fato que, p~*(L%(Ly)) = Spin, (n) U Spin_(n), temos que o recobrimento p induz uma
homotopia, H = poﬁ , entre y; €y, com extremos em £°(L,). Portanto, y; € 2 sdo homologas
em H,(SL, L(Lg)), como o desejado.

Resta mostrar que [7;(1)]o < 0, paracada j = 1,2. Fixe j € {1,2} edefinay = v; e
7 = 7;, e suponha por absurdo que [7]o > 0.

Por hipétese existe tnico ty € (0, 1) de forma que (ty) € Up>1L%*(Lg), e para t = t,
tal intersecdo € transversal com £?(L). Entdo pelo Lema 4.30 temos que [Y(¢)]o # 0, para
cada t # to, Y(to) € p~1(L*(Lo)) = f~(0), e ainda mais:

span{¥ (o)} ® Tse) /" (0) = Ts4,)Spin(n). 4.5)
Logo Im(y) C U e dessa forma estd bem definida a fungdo, de classe C':

€:00,1]—>R
t= f(3(1)).

Notamos que, £(0),£(1) > 0 e &(t) = 0, somente se t = ;. Portanto £(¢) > 0, para todo ¢

diferente de ¢,. Por consequente a fungdo £ possui um minimo em ¢ = ¢, € (0, 1), logo:
& (ty) = 0. (4.6)

Por outro lado, tomando g uma métrica Riemanniana qualquer em U/, podemos definir
o gradiente da func¢do f : / — R com relacdo a métrica g, fazendo isso, e relembrando que 0

€ valor dessa funcao, temos que:

Ts(1)Spin(n) =~ TyU = span{V f (Y (to))} & Ty f~1(0),
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jaque f(7(to)) = [7(t0)]o = 0. Entdo a equacao (4.6), nés diz que:
d

0=¢t) =— G =y (Vf((t)), 7 (to)) -

ou seja, 7' (to) € [V f(F(to))]™* = T5t).f*(0), 0 que € um absurdo pois contradiz a equagdo
(4.5). Entdo, devemos ter que [(1)]o < 0 como queriamos.

Para provar que qualquer uma dessa curvas define um gerador para H,(SL, L°(Ly)),
basta exibir um loop nio trivial v : [0, 1] — SL satisfazendo as hipéteses do Lema. Para tanto,
considere a curva 7 : [0, 1] — Spin(n), dada por:

~(t) = cos(mt) — sin(mt)ejea = (cos(wt)e; + sin(wt)es)(eq).

Entdo definindo v = p o 7, temos pelo Corolario B.13, que v € um loop ndo trivial em SL.
Por outro lado, vemos que [Y(t)]o = 0 se e somente, se t = 1/2 € (0,1). E como —ejey =
[¥(1/2)]o, temos pelo Teorema 4.18, que ¥(1/2) € p~'(£?(Ly)), portanto - tem apenas uma
intersegdo com Ug>2L2%(Ly), € tal intersegdo é com £%( L), resta mostrar que esta € transversal.
De fato, note que

§(VIG/2)T0/2) = 5| 16w)
d
= s cos (mt)
= (3)
= —1.

Entdo, 7'(1/2) ¢ T5¢1/2)f*(0), mas é fécil ver que isso implica que 7/(1/2) & T'1/2)22(Lo)»
em outras palavras a interse¢do de -y com a subvariedade £%( L) € transversal, como o desejado.

Portanto concluimos a prova do Lema. |
Nesse momento estamos aptos a definir o Indice de Maslov relativo ao Lagrangiano
Ly € L, via homologia relativa.

Definicao 4.32. Definimos um isomorfismo:
piry : Hi (SL,L%(Lo)) = Zsy 4.7)

da seguinte forma: tome uma carva vy de classe C* em SL com os extremos em L°(Ly) tal que
v tenha apenas uma intersecdo com L*(Ly), sendo essa intersecdo transversal. Defina iz,
exigindo que a classe de homologia da curva vy seja levada no elemento 1 € Z,. Pelo Lema

4.31, o isomorfismo (4.7) esta bem definido, isto é, independe da escolha de curva .
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Suponha agora que 7 : [0, 1] — SL é uma curva arbitrdria continua, com os extremos
em L°(Ly), entdo denotamos por jir, () € Zy 0 elemento correspondente 2 classe de homo-
logia de ~y pelo isomorfismo (4.1). O nimero i1, (7) é chamado de Indice de Maslov da curva

~ relativo ao Lagrangiano L.

A seguir apresentamos algumas propriedades do Indice de Maslov, que seguem direta-

mente das propriedades da homologia relativa.

Proposicao 4.33. Sejay : [0,1] — SL uma curva com extremos em L°(Ly), entdo temos que:

1. se o :[0,1] = SL é uma curva com os extremos em L°(Lg) tal que v(1) = o(0), entdo

fire (v * 0) = (Lo (V) + pro(0))mod 2;
2. pro (V) = pre (V)
3. seIm(vy) C LO(Lo) entdo jir,(v) = 0;

4. se o : [0,1] — SL é homotépica a v com pontos livres em L°(Ly), entdo jur,(vy) =
H Lo (U);

5. existe uma vizinhanca U de ~y em C°([a,b], SL) dotado da topologia compacta-aberta

tal que, se o € U tem extremos em L°(Ly), entdo pr,(v) = i, (o).

Exemplo 4.34. Seja v : [a,b] — SL uma curva de classe C. Satisfazendo a propriedade de
que, toda intersecdo com o conjunto Uy>2L?*(Lg), é uma intersegdo transversal com L*(Ly),
entdo o Indice de Maslov i1, () pode ser visto como o niimero de intersec¢ées da curva -y com

o subconjunto L*(Ly) médulo 2.

Primeiro vamos mostrar que nesse caso o niimero de intersecoes deve ser finito, para
tanto vamos mostrar que cada interse¢do é isolada. De fato, seja ty € (0, 1), tal que (o) €
L2(Lg) e

span{v (o)} & Ty L*(Lo) = Ty 19)SL-

Entdo se 7 : [0, 1] — Spin(n) é um levantamento de -y, temos que Im(¥) C U, jd que Im(y) C
LO(Ly) U L2(Ly). Um argumento similar a aquele apresentado na Proposicdo 4.30 mostra
que:

span{3 (t0)} Ty~ (0) = Ty Spin(n),

ou seja, se g é uma métrica Riemanniana qualquer em U, temos que g(V f(7(to)), 7 (to)) # 0.
Mas isso implica que a derivada da fungdo & = f o7, no instante t = ty € (0, 1), é diferente
de 0. Entdo, como £(ty) = 0 e € é de classe C1, deve existir uma vizinhanga do ponto t,

tal que & ndo se anula nessa vizinhanga, entio o Teorema 4.21 garante que, y(t) € L°(Lo)
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para alguma vizinhangca de t = ty € (0, 1), e assim as intersecoes sao isoladas. Portanto,
utilizando a compacidade de [0, 1] e o fato de toda intersecdo ser isolada vemos que o niimero

de intersectacoes deve ser finito. Consequentemente podemos decompor a curva y como:

Y=Yk X Y,

onde cada curva vy; tem apenas uma intersegdo transversal com L*(Ly). Entdo pelo item (1) da
Proposi¢do 4.33, temos que jir, () é o niimero de intersegcoes da curva v com o subconjunto
L?(Lo) médulo 2.

Observacio 4.35. A definicdo do Indice de Maslov e os resultados desse Capitulo sdo fun-
damentadas na escolha do Lagrangiano Ly = FE, e por consequente na escolha da compo-
nente conexa SL. Mas é possivel estender os resultados dessa secdo para um Lagrangiano
qualquer Ly € L. O principal ponto é que possivelmente devemos mudar a escolha de compo-

nente conexa S L, ja que precisamos estudar aquela componente conexa que contém o conjunto
2k
Uk>0L%(Lyg).

Para tanto, considere Ay € O(n) tal que Ly = L 4, entdo pela Proposi¢do 3.51 temos
que:
E®FE" =Ly ®L_y,.

Entdo definimos SL como a componente conexa do elemento L_ 4,, portanto utilizando o Co-
roldrio 3.53 devemos ter que SL = Uy>oL*(Ly). Ainda mais, substituindo o difeomorfismo

'z : O(n) — L, pelo difeomorfismo:

=:0(n)— L

A— LfAOA;

temos que =(I1d) = L_4, e Z(—1d) = Lo. Mas mais importante temos que, Z(A) € LF(Ly)
se e somente, se mul(A, —1) = k. Entdo, utilizando os mesmas demonstragcées apresentadas
nesse Capitulo, podemos estender os resultados apresentados e a também a definicdo de Indice

de Maslov relativo ao Lagrangiano L.
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Capitulo 5

INDICE DE MASLOV PARA ESTRUTURAS DE
CARTAN-DIRAC

Neste Capitulo apresentaremos uma definicdo para o Indice de Maslov para estruturas

de Cartan-Dirac, as defini¢des e resultados sobre estruturas de Dirac sdo baseados no artigo

[1].

5.1 Estruturas de Dirac

Quando estudamos a geometria de uma variedade simplética (V,w), é conhecido que
certas operacoes podem comprometer a ndo degenerescéncia de w. Por exemplo, se temos uma
subvariedade ¢ : N — M, a forma induzida pela inclusio +*w, geralmente € ndo degenerada.
Para lidar com esse fato sdo introduzidas, as chamadas, estruturas pré-simpléticas.

Outra forma de obter degeneracdes € a seguinte, considere G um grupo de Lie agindo
livre e propriamente em M, de forma que a acdo de GG preserve a estrutura simplética. En-
tdo se pensarmos a estrutura simplética w, como um bivetor de Poisson ndo degenerado 7 €
['(A*T M), podemos projetar 7 na variedade quociente M /G, jd que a agdo do grupo preserva a
estrutura simplética, porém usualmente o vetor de Poisson induzido em M /G falha em ser ndo
degenerado. Para estudar esse tipo de degeneracdo sao introduzidas, as chamadas, estruturas
de Poisson.

Estruturas de Dirac foram introduzidas como uma forma de uniformizar o estudo de
ambas estruturas simpléticas degeneradas, estruturas pré-simpléticas e estruturas de Poisson.
De maneira informal, estruturas de Dirac, relacionadas 4 uma variedade M, sdo subfibrados

vetoriais suaves de

TM =TM & T*M,

que satisfazem uma certa condicdo de integrabilidade. Seja M uma variedade suave, para
definir estruturas de Dirac relacionadas a a M de forma mais precisa, vamos precisar definir
duas estruturas adicionais em T M.
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Definicio 5.1. Definimos o paramento natural (-,-) : TM x TM — R por
(X +&Y +n)e =) +n(X),

parax € M, onde X +&,Y +n €T, M OT; M.

Entdo como visto no Exemplo 2.4, para cada x € M, temos que (T, M & T M, (-,-).)
define um espago vetorial Split. Agora definimos o conceito de colchete de Courant.

Definicdo 5.2. O colchete de Courant é a aplicagdo [-,-] : T(TM) x I'(TM) — T'(TM)
definida por:

eyl = (1Y) L = Ly + JdEy) + () ).

Finalmente formalizamos o conceito de estrutura de Dirac.

Definicao 5.3. Uma estrutura de Dirac em M é um subfibrado vetorial 1. C T M, que satisfaz:

1. L = L, onde o ortogonal é tomado com respeito a {-,-);

2. [I(L), I'(LL)] c T'(L), isto é, L é involutivo com respeito a |-, -].

Observamos, que a condi¢io (1) da defini¢do anterior é equivalente a dizer que L, C
T, M @ T;M é um subespago Lagrangiano, para cada z € M. Um subfibrado vetorial satisfa-
zendo essa propriedade € dito um subfibrado Lagrangiano.

Exemplo 5.4. Estruturas Pré-Simpléticas.
Seja w € Q*(M) uma 2-forma qualquer, entéo definimos o subfibrado Lagrangiano associado
a w por:

L, = {(X,w#(X)): X € TM} C TM.

E possivel mostrar que L,, é uma estrutura de Dirac se e somente, se w é uma estrutura pré-

simplética.

Exemplo 5.5. Estruturas de Poisson.
Seja € T'(A*T M) um bivetor qualquer, entdo definimos o subfibrado Lagrangiano associado
a m por:

L. ={(7#(€),6) : £ € T*"M} C TM.

E possivel mostrar que L, é uma estrutura de Dirac se e somente, se ™ é uma estrutura de
Poisson.
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5.1.1 Estruturas de Cartan-Dirac

Estruturas de Cartan-Dirac sdo estruturas de Dirac definidas sobre grupos de Lie, consi-
derando uma modificac@o no colchete de Courant. Para definir tais estruturas vamos primeiro

definir as estruturas de Dirac torcidas.

Seja H € Q3(M) uma 3-forma fechada, definimos o colchete de Courant H-torcido
por:
[X+&Y +nln = [X +&Y +n] + oyexH.

Definicao 5.6. Uma estrutura de Dirac H-torcida em M consiste de um subfibrado vetorial
L. C TM, que satisfaz:

1. L = 1L, onde o ortogonal é tomado com respeito a (-, -);
2. [I(L),I(L)]a € T(LL), isto é, L é involutivo com respeito a [-, ] u.

Considere agora um grupo de Lie, de forma que sua dlgebra de Lie g possui um forma
bilinear quadrética, ndo degenerada e Ad-invariante, digamos k(-,-). Entdo definimos a 3-

forma de Cartan, H € Q3(G), associada por:

H(V1, V2, V3) = k(V4, [Va, V3)).

Fixamos um par (G, H) onde G é um grupo de Lie como descrito anteriormente e H €

Q3(@G) a 3-forma de Cartan associada.

Definicdo 5.7. Uma estrutura de Cartan-Dirac sobre (G, H), é definida como uma estrutura
de Dirac H-torcida sobre G.

Uma das vantagens de se trabalhar com estruturas de Cartan-Dirac, é que sempre po-
demos trivializar o fibrado vetorial TG, utilizando campos vetoriais invariantes a esquerda ou
direita. Vamos mostrar agora, que em certo sentido, essa trivializagao preserva o pareamento

natural (-, -).

Lema 5.8. Seja {F), ..., E,} uma base para dlgebra de Lie de G, considere {EL, ..., EL}
os campos vetoriais invariantes a esquerda determinados por essa base, considere também
{&EF, ..., £LY o referencial dual associado ao referencial global {E¥, ..., EL}. Entdo, a aplica-
cdo linear

T ThGaT/G - T,GaT,G,

dada por T(E}|)) = Ef , T(¢F|) = ¢f
T ¢é dado por (-,-)1, para cada g € G.

Vj = 1,...,n. E tal que o pull-back de (-, ), por

g’
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Demonstragdo. Sejam X +&,Y +n € T'G © TG, entdo existem X, Y;, & e n; € R, para
J =1,...,n, tais que

1;

X+6= Y X,BH, + &8
j=1

Y= YEf| + €],
j=1
Entao,

(X +&Y +n) =n(X) +£(Y)

=D Yi& + X

Por outro lado,

T(X +6) =Y XEF + 6

j—l

T +n) = ZYEL| + ;€7 -
Portanto, € facil ver que
(T(X +&),T(Y +n)), ZY€J+XJ77;

E assim obtemos o desejado. |

Utilizando o Lema anterior temos que ao trivializar o fibrado vetorial TG ~ G x g® g*,
utilizando campos vetoriais invariantes a esquerda, vemos que subfibrados vetoriais Lagrangi-
anos de LG s@o levados em subfibrados vetoriais Lagrangianos de G x g & g*.

5.2 Indice de Maslov para Estruturas de Cartan-Dirac

Apesar dos esfor¢os para definir a condicao de integrabilidade para estruturas de Cartan-
Dirac, vamos focar nossas atengdes para a condi¢des de tais estruturas definirem subfibrados
Lagrangianos.
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Sejam G um grupo de Lie conexo, e . C TG um subfibrado vetorial Lagrangiano suave,
entdo trivializando TG ~ G x g & g* por campos vetoriais invariantes a esquerda, podemos

ver L. como uma aplicagao:

L:G—L(gdg")
g +— L.
Utilizando o fato que I € um subfibrado vetorial suave, é facil ver que a aplicacio L : G —
L(g © g*) também ¢ suave.

Como anteriormente, fixamos Ly = g, e definimos S£ como, a componente conexa de

L relativa ao subespago vetorial Lagrangiano g*.

Se I C TG € um subfibrado Lagrangiano tal que I.; € SL, temos pela conexidade de
G que L, € SL, paracada g € G. Assimse 7y : [0,1] — G € um loop continuo, podemos
computar o indice de Maslov do loop Lo~ : [0,1] — SL.

Defini¢ao 5.9. Seja G um grupo de Lie conexo, munido da 3-forma de Cartan H € w*(G).
Entéo para um loop continuo ~y : [0,1] — G, definimos o Indice de Maslov relativo ¢ uma

estrutura de Cartan-Dirac . C TG da curva v, como pif (y) = pio(IL o ).

Considere um grupo de Lie G conexo munido de uma 3-forma de Cartan, entdo apre-
sentamos algumas propriedades do operador ,u%o : II(G) — Zs que seguem imediatamente da
defini¢do e da Proposicdo 4.33.

Proposicao 5.10. Sejam . C TG uma estrutura de Cartan-Dirac, com L, € SL, ey € II(G).
Entdo temos que:

1. Se o € II(G) é tal que (1) = 0(0), entdo py (v * o) = (ug, (v) + pf, (o)) )mod2.
2. pg, (V) = pi, (9).
3. SeIm(L) C L%(Ly), entdo p'; () = 0, para todo y € T1(G).

4. SelL: G — SL é uma estrutura de Cartan-Dirac tal que L e IL sdo homotopicas, entdo

iz, (4) = 1k, (7). para todo y € T1(G).

Coroléario 5.11. Seja L : G — SL uma estrutura de Cartan-Dirac. Se existe v € 11(G), tal

que ,u%o (v) = 1, entdo L ndo é homotdpica a nenhuma estrutura de Poisson trivial.
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Apéndice A

GRUPO DAS UNIDADES DE UMA ALGEBRA

Nessa se¢do 4 representa uma dlgebra associativa com unidade defina sobre o corpo
dos reais, tal que dim(.A) = n < oo, fixamos a estrutura de variedade suave em .4 induzida
pela estrutura de espago vetorial. Associada a essa dlgebra podemos definir o chamado grupo

das unidades, que consiste nos elementos da dlgebra que possuem inverso, i.é:
G={zcA: Jrxtcoma o =ar =1}

O objetivo desse apéndice € mostrar que o grupo GG é um aberto em A e define um grupo de

Lie. Ainda mais vamos calcular a sua dlgebra de Lie e sua aplicacao exponencial.

Proposicao A.1. O conjunto G é aberto em A portanto define uma variedade de dimensdo n.
Ainda mais, as aplicagées de produto e inversdo do grupo G definem mapas suaves, conse-

quente G tem uma estrutura de Grupo de Lie.

Demonstragdo. Primeiramente como a algebra .4 tem dimensdo finita existe uma homomor-
fismo injetor A < M,,,,(R) na dlgebra das matrizes, tome uma norma |- | em M,,,.,,(R) tal que
|AB| < |A]|| B, entdo o pullback dessa norma define uma norma | - | em A tal que |zy| < |z||y|

para cada x,y € A. Como A tem dimenséo finita temos que a métrica | - | € completa.

Note que se |z| < 1 entdo a sequéncia ¢, = > _,_, 2" é de Cauchy, de fato:

n

>

k=m+1

n

< >l

k=m+1

"Pn - SOm| =

Entio existe uma vizinhanca U de 0 € A tal que para cada z € U temos que a série Y ,_ ¥

converge. Agora defina a seguinte vizinhangade 1 € A
V={l—-z:2eU}.

Vamos provar que V' C @, para tanto tome y = 1 — x, tal que z € U e defina

n

Sp=> (L—yF=> a"

k=0
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portanto a sequéncia S,, converge. Agora se S = lim(S,,) temos que

Sy = lim S,y
e temos que
Sy=Y (1=pfy==> (1-yl-y-1)
k=0 k=0
== (1—yF'—(1-yf
k=0

=1—(1 -y " =1-2z""

Assim temos que | S,y — 1] = |z"T!] < |z|"*!, logo Sy = lim,, S,y = 1. Por outro, utilizando

um argumento similar € possivel mostrar que yS = 1. Ou seja, o elemento y tem inverso dado
por > .2, x*, portanto temos que V' é uma vizinhanca aberta de 1 em G.

Agoratome y € G e x € A quaisquer, entdo

r=y+(x—y) =yl+y (z—1)

da equagdo acima concluimos que se [y~ (z — y)| < 1 entdo o elemento x € inversivel. Em

particular se |z — y| < 1/|y~!| temos que |y~ (z — y)| < 1 e = € inversivel, definindo
Vy={zeA: jz—yl <y}
vemos que V,, C G ¢ aberto em A, portanto G € aberto em .A.

Resta mostra que o produto e a inversdo s@o aplicacdes suaves de G. Como a multi-
plicacdo € uma aplicagdo bilinear em .4 temos que esse ¢ um mapa suave em .4, mas como
G é um conjunto aberto, também € suave em G. agora considere o mapa ¢ : G — G tal que
i(r)=x2"',dadoy € Vtemosquey = (1 — ) e

o

iy =y =) (1-yt

k=0

como a multiplicagdo € suave e a convergéncia da série >, (1 — y)* é uniforme pelo teste
M de Weierstrass temos que a aplicacdo ¢ deve ser suave em uma vizinhanga de 1. Agora seja
y € G qualquere z € V,, entdo z = y(1 + y*(z —y)) onde |y ' (z — y)| < 1 portanto:

i(r) =27 = (Z(yl)’“(fc - y)’“) y

k=0
pelo mesmo argumento utilizado anteriormente a inversao € suave quando restrita ao aberto U,

e portanto ¢ : G — G define uma aplicagio suave em G e temos que GG € um grupo de Lie. H
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Notamos que a dlgebra A possui um comutador natural |-, -] : A x A — A dado por
[z,y] = vy —y,
onde 7,y € A. E ficil de ver que a dlgebra .4 munido do comutador [-, -] define uma 4lgebra

de Lie, denotamos essa dlgebra de Lie por a. A proposi¢do anterior garante que o grupo de
Lie G C A é um grupo de Lie aberto em A portanto obtemos um isomorfismo n : TG — a,
ainda mais denotando por g a dlgebra de Lie de G temos um isomorfismo ¢ : g — T1G
dado pela avaliacao de um campo no elemento neutro, agora vamos mostrar que a composicao

no¢ : g — ands daum isomorfismo de dlgebras de Lie.

Proposicao A.2. A seguinte composicoes de isomorfismos lineares
g i) TlG i> a
define um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstracdo. Seja {e1, ..., e,} uma base de A, usando essa base como coordenadas locais

para GG, o isomorfismo 7 : TG — a € dado por:

n n
0
E ajg — E a;€;.
j=1 711

j=1

Um elemento a = Z;‘ 1 a;e; em a determina um campo vetorial invariante a esquerda

a® em g pela seguinte identidade

a"|, = d(Ly), (a),

g

onde g € G e L, e a traslacdo a esquerda por g em G. Como o mapa L, € a restricdo a GG da
aplicagdo linear a — ga em a, temos que a sua diferencial em coordenadas € dada pela propria

aplicacao linear, i.€., temos que

- 0
a"|, = Z[Qa]ja—ej

j=1

)
g
onde [-]; : @ — R € a projecdo na j-ésima coordenada relativa a base {es, ..., €, }.

Para provar que a composi¢do 1 o £ € um isomorfismo de dlgebra de Lie temos que

mostra que esta preserva o comutador, ou seja, basta provar que

ot 1] = [0, 5%,
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onde a,b € a e o colchete da esquerda é dado pelo colchete de Lie em g e o colchete da direita
é o colchete de a. Com o objetivo de computar [a”, b"] definimos as fungdes f;, g, : G — R
dadas por f;(x) = [za]; e g;(z) = [xb];, para j = 1,...,n. Agora note que:

a bL — [ngae Zgzaell

i=1

o 0
kz [8@ 361:|

n n 8
kz Z {0kgr(es) fi — O fi(exn)gn} e

=> { > Sugnes) } ai - {Z 5jlfj(ek)9k} (%
=1 Ujk=1 i k=

Z f]a ij ekgk:

Jik=1

Z — Jules)g5} 5

J,k=

Entdo obtemos que:

Mas por outro lado:
[a,b] = ab—ba =Y "[alje;b — [b]¢;a,
j=1

portanto a k-ésima coordenada de ab — ba é dada por

n

lab — bale = [al;le;bl — [b];lejalk.

j=1
Ou seja, obtemos que:

[a”, 0"y =) "[ab — bals aak

k=1

1

em outras palavras, provamos que [a”, bY] = [a, b]* como o desejado. [ ]

Nosso objetivo agora é estudar a aplicacdo exponencial do grupo de Lie G, vamos mos-
trar que ela pode ser exibida explicitamente, de forma similar ao que fazemos no caso GL(R").
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Proposicao A.3. Para qualquer x € a definimos o elemento

o0
ef = g
k=0

Entdo essa serie converge para um elemento inversivel de a, e o subgrupo a um pardmetro

| —

. (A.1)

-

gerado por x € a(~ g) é dado pela aplicagdo v(t) = e'*.

Demonstracdo. Primeiro, verificamos a convergéncia. Como na demonstra¢io da Proposi¢ao
A.1, munimos o espago a com uma norma satisfazendo |ab| < |a||b|. Segue por inducdo que
‘a’ﬂ < |al*. O teste M de Weierstrass mostra que (A.1) converge uniformemente em qualquer
subconjunto limitado de a, por comparagdo com a série >, (1/k!)c" = e, ¢ € R.

Fixe a € a. Sobre a nossa identificacdo de a com g o elemento a corresponde a0 campo

vetorial invariante a esquerda a’ dado por

- 0
a*| = Z[gabg
J

J=1

(A.2)

g
Entdo o subgrupo a um pardmetro gerado por a € dado pela curva integral de a* em G, e

portanto satisfaz o problema de valor inicial dado por

Usando a equagdo (A.2) vemos que a condicdo para v pode ser uma curva integral pode ser

reescrita como

Y@ =(®)aly, Yk =1,....n
ou em notagdo vetorial 7/(¢t) = (t)a. Agora vamos mostrar que a curva y(t) = e'* satisfaz
essa equagdo. Como v(0) = 1, isso implica que v € a tinica curva integral de a’ comegando

na identidade e portanto € o subgrupo a um parametro desejado.

Para ver que 7(t) = €'* é uma aplicagio suave, notamos que diferenciando a série (A.1)

termo a termo de maneira informal obtemos que

/ [e%} k’ - e’} 1 - -
OED DI (Z e ) e
k=1 k=1

Como a diferencial da série converge uniformemente em conjuntos limitados, a diferenciagao
termo a termo € justificada. Pela suavidade da solu¢do de EDO’s temos que a curva y(t) = e

¢ suave, uma conta similar a feita anteriormente podemos provar que +'(t) = avy(t).
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Resta mostrar que ~y(¢) € inversivel para todo ¢ € R, entdo Im(vy) C G. Para tanto,
definimos o (t) = (t)y(—t) = e'e~", entdo v é uma curva suave em a, entdo como o produto
em a € bilinear temos que:

o'(t) = (v(t)a)y(=t) = y(t)(ay(—t)) = O.

Segue entdo que ¢ € uma curva constante e como o(t) = ¢(0) = 1 temos que y(—t)v(t) = 1,

0 que mostra que o termo 7 & inversivel e (v(t)) ™" = v(—t). |
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Apéndice B

ESPACOS DE RECOBRIMENTO

B.1 Resultados Fundamentais

O objetivo dessa secdo é relembrar alguns conceitos e resultados fundamentais da Teoria
de Grupos Fundamentais e Espacos de Recobrimento os resultados apresentados nessa secao
e suas respectivas demonstracoes podem ser encontrados em [4]. Come¢amos a sec¢ao relem-
brando a definicdo de uma aplicacdo de recobrimento, e durante a se¢ao X e X denotaram

espacos topoldgicos.
Definicao B.1. Uma aplicacdo p : X — X continua e sobrejetora é dita uma aplicacdo de
recobrimento se para cada ponto x € X existe um aberto U > x de X tal que
(V)= Vs
acA
é a unido de conjuntos aberto U, C X de forma que U, NUg para cada o # 3 em A. E ainda
mais temos que pl;; : Uy, — V é um homeomorfismo. Quando o conjunto X é simplesmente

conexo dizemos que o mapa p : X — X é um recobrimento universal.

Observacao B.2. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento entre variedades suaves
dizemos que esta aplicacdo de recobrimento é suave se p é uma aplicacdo suave e cada mapa

Ply, : Ua — V da defini¢ao anterior define um difeomorfismo.

Definicao B.3. Suponha que p : X = X éuma aplicagdo de recobrimento e também suponha
que existe n € N tal que a fibra p~*(x) tenha cardinalidade n para cada x € X. Neste caso

temos dizemos que p é um n-recobrimento.

Vamos mostrar como construir aplicacdes de recobrimento a partir de agdes de grupo,
para tanto lembramos que um grupo GG age de maneira livre em um conjunto S se g-x = x para
algum x € S entdo g = e. Uma das propriedades de agdes livres € evidenciada no seguinte

Lema.

Lema B.4. Suponha que G é um grupo de Lie finito agindo suave e livremente em uma va-
riedade I, entdo para cada ponto p € E existe uma vizinhanca U C E de p em E tal que
g-UNU =0 para cada g # e em G, onde e representa a identidade do grupo.
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Demonstragdo. Ver [3], Lema 21.11. |

Teorema B.5. Suponha que E é uma variedade suave e G é um grupo de Lie finito agindo de
maneira suave e livre em E. Entdo o espaco quociente E /G é uma variedade topoldgica e tem
uma tinica estrutura tal que a projecdo canonica 7 : E — FE /G é um k-recobrimento suave,

onde k é a cardinalidade do grupo G.

Demonstragdo. Segue do teorema da variedade quociente (ver [3], Teorema 21.10) que E/G
tem uma Unica estrutura de variedade tal que 7 € uma submersao. Como todo recobrimento
suave € em particular uma submersao, qualquer outra estrutura diferencidvel que induz uma
estrutura de recobrimento em 7 tem que ser igual a esta. Como dim(EF/G) = dim(F) —
dim(G) = dim(E) devemos ter que 7 € um difeomorfismo local, entdo resta provar que 7 é

uma aplicagdo de recobrimento.

Seja p € E entdo pelo Lema anterior existe uma vizinhanca U > p em FE tal que
g-UNU = () paracada g # e em G. (B.1)

Podemos redefinir U de forma que este seja conexo, V = 7(U) seja abertoe 7|, : U — V seja

um difeomorfismo. Agora notamos que

(V)= JgU

geG

O fato do mapa g : £ — E tal que g(p) = g - p ser um difeomorfismo para cada g € G garante
que os conjunto g - U sdo abertos e a equacgdo (B.1) garante que a unido desses conjuntos €
disjunta, por fim para ver que o mapa 7| gv - 9-U — V édifeomorfismo basta notar que este

é a composicdo dos seguintes difeomorfismos 7|, o ™! o> assim concluimos a prova. |

A vantagem de se trabalhar com uma aplicacdo de recobrimento pode ser vista consi-

derando essas propriedades cldssicas de espagos de recobrimento.

Proposicao B.6. Seja p : X — X uma aplicagdo de recobrimento e Z um espaco topologico
conexo. Se q,G : Z — X sdo tais que po g = pogentio g(z) # §(z) para cada z € Z ou
9=3

Proposicao B.7. Seja p : X — X uma aplicagdo de recobrimento suave. Dado um caminho
de classe C*, para k > 0, 7y : a,b] — X e um ponto T € X tal que p(z) = ~y(a). Existe um
linico caminho, de classe C*, 5 : [a, b] — X tal que Y(a)=Tepoy=r.
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Proposicao B.8. Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Se dois caminhos con-
tinuos vy,0 : [a,b] — X tem os mesmos extremos e sdo homotdpicos entdo os seus levantes
5,0 : [a,b] = X, que comegdo no mesmo ponto, terminam no mesmo ponto e ainda mais sao

homotopicos.

As Proposicdes acima mostram que dada uma aplicacdo de recobrimento p : X5 X
entdo essa possui a chamada propriedade de Levantamento (Proposi¢ao B.7) e estas também
nos dao informacao a respeito das propriedades homotdpicas desses levantes. Por fim vamos
enunciar um resultado que mostra uma importante relacdo entre o grupo fundamental de X e

o grupo fundamental de X, quando X éum conjunto conexo por caminhos.

Teorema B.9. Seja p : X = X uma aplicagdo de recobrimento com X conexo por caminhos.
Entéo, para cada x € X, o grupo fundamental 7,(X, x) age transitivamente na fibra p~* ()
e o grupo de isotropia do ponto T em p~'(z) é dado por py <7r1 (X, %)) onde py é o mapa

induzido a nivel de grupo fundamental por p.

B.2 Recobrimento Duplo Universal e o 2-Indice

Fixe agora um 2-recobrimento p : X — X onde o espago X é conexo por caminhos e
simplesmente conexo, neste caso chamamos p : X — X o recobrimento universal de X. O
Teorema B.9 nés diz entdo que o grupo de isotropia da acdo de 71 (X, z) em p~!(x) € trivial
portanto temos uma bijecdo entre esses espagos, mas como p € um 2-recobrimento a fibra tem
cardinalidade 2, concluimos assim que 71 (X, z) é isomorfo a Z,. O objetivo dessa secdo é

exibir esse isomorfismo explicitamente para tanto introduzimos o conceito de 2-indice.

Para tanto definimos o espaco de loops de X da seguinte forma

I(X) = {y € C°([0,1], X) : 7(0) =~(1)}.
Portanto definimos o 2-indice 1 no espaco de loops como sendo a seguinte aplicagao:

Definicao B.10. Dado v € II(X) definimos

Onde ~ é um levantamento de .
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Vamos mostrar que o operador p estd bem definido. Primeiro notamos que a Proposicao
B.7 garante a existéncia de um levante, agora resta mostrar que o indice nao depende da escolha
do levante. Para tanto, basta provar que dado um loop v € II(X) e dois levantes distintos 7 e
7, entdo 7(0) = (1) implica que 7(0) = 4(1). Mas de fato, suponha que zo = 7(0) = (1)
entdo p(zg) = xo = (0) = y(1). Como p é um 2-recobrimento, existe T; # T, em X, tal que
p~ (o) = {To, T1}. Agora como os levantes 7, 4 sdo distintos a Proposi¢do B.6 garante que

~(t) # A(t), paracadat € [0, 1], (B.2)

Mas como p(7(0)) = zo = p(7(1)), devemos ter que 7(0),7(1) € {Zo, 71} e portanto a
equagdo (B.2) garante que 7(0) = 7; = %(1) e assim o 2-indice y estd bem definido.

Observacio B.11. Dado um ponto y, € Y vamos denotar por e,, € I1(Y) o loop constante
ey (t) = Yo. Dados loops v e o em 11(Y") que tem o mesmo ponto base vamos utilizar a notag¢do
v = o para denotar o fato que vy e o sdo homotépicos por caminho. Por fim, vamos utilizar o

simbolo x para denotar a operagdo concatenagdo de curvas.

O principal objetivo para se definir o 2-indice € realizado pela seguinte Proposicao.

Proposiciao B.12. Sejam v, 0 € I1(X). Entdo:

1. Se vy e o tem 0 mesmo ponto base entdo
p(y x o) = (u(y) + p(o)) mod 2.

2. Se ~y e o sdo livremente homotdpicas entdo j1(y) = (o).

3. Se p(y) = p(o) entdo v e o sdo livremente homotopicas. Caso y e o tenham o mesmo

ponto base entdo vy = o.

4. Dado xg € X e k € Zs existe y € 11(X) tal que v(0) = (1) = xo e pu(y) = k-

Demonstragao.

1. Suponha que zy € X é o ponto base de y e o entdo tome um levantamento 7 : [0, 1] — X
assim p(7(0)) = v(0) = p(5(1)), a Proposi¢do B.7 garante que existe um levantamento
o de o tal que 5(0) = 7(1).

E fécil ver que ¥ * o é um levantamento da curva «y * 0. Temos que mostrar que

p(y* o) = (u(v) + p(o)) mod 2,
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para tanto suponha primeiro que p(7y * o) = 0, entdo:

Se 7(0) = 7(1) temos que

assim 1i(7y) + p(o) = 0. Por outro lado, se 7(0) # (1) obtemos

a(1) =7(0) #7(1) = 0(0),

e u(y) + u(o) = 2, portanto obtemos o desejado no caso p(y * o) = 0.

Agora suponha que p(v * o) = 1, ou seja

3(0) = 7% 5(0) # 7 *3(1) = 5(0).

Novamente assumimos primeiro que ¥(0) = 7(1), portanto
(1) #7(0) =75(1) = 5(0),

e temos que () +p(o) = 1. Por fim, se ¥(0) # 5(1) temos que p~ ! (zo) = {7(0),7(1)}
e 7(0) # o(1) assim

e concluimos que 1(y) + p(o) = 1, finalizando a prova.

. Primeiramente vamos mostrar que v € II(X') ¢ homotépico ao caminho constante e ()

se, e somente se /() = 0. De fato, seja ¥ um levantamento de + portanto e5 ) ¢ um
levantamento de e, () que tem o mesmo ponto inicial de 7. Supondo que v € e,y sdo
homotdpicos a Proposi¢do B.8 garante que as curvas 7 e e5(p) sdo homotdpicas e tem 0s
mesmos extremos, assim ¥(0) = (1) e temos que () = 0, como desejado. Agora
suponha que x(y) = 0, entdo dado um levantamento 7 de « sabemos que 7(0) = (1),
mas como X € simplesmente conexo existe uma homotopia de caminhos H: 7 = e5(0)

definindo H = po H temos que H € uma homotopia de caminhos entre v € e(q).

Para o caso geral, suponha que v e ¢ sdo livremente homotdpicas, como X € conexo por
caminhos temos que y € homotdpico a e, (g se, € somente se o € homot6pico a ey ().
Portanto £(y) = 0 se e somente, se ;(0) = 0, o que concluf a prova.
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3. Suponha que p(y) = p(0), entdo vamos mostrar que y ¢ o sdo livremente homotdpicas.
De fato, tome 7 e o levantes de v e 0. Como X é conexo por caminhos existe uma curva
continua £ : [0,1] — X tal que £(0) = 7(0) e £(1) = &(1). Agora considere a curva

— po £ note que estd é uma curva continua em X ligando os pontos 7(0) e o(0).
Por outro lado, como p é um 2-recobrimento temos que existem pontos 7_(0) e a_(0)
em X tais que p~1(v(0)) = {3(0),7_(0)} e p(c(0)) = {5(0),5_(0)} assim pelas
Proposicdes B.7 e B.6 temos que existe um levantamento £ de ¢ tal que E(O) =7_(0)e

£(1) =5 (0).

Definimos a curva continua 7 : [0, 1] — X por

- g, seu(y) = plo) =0,
g sep(y)=p(o)=1

Notamos que 7(0) = 7(1) e 7(1) = 5(1) e poT = . Portanto definindo ¥’ = £ %5 %7
temos que as curvas 7’ e ¢ tem 0os mesmos extremos. Como Xé simplesmente conexo
existe uma homotopia com pontos fixos entre as curvas 7' e o, digamos H : [0,1] x
[0,1] — X. Agora definindo a fungdo H = po H : [0,1] x [0,1] — X temos que esta

satisfaz as seguintes condicoes:
H(0,t) =&ty x&(t), Ve (o,1],

H(1,t)=0o(t), Vt€[0,1],
H(s,0) = H(s,1) =0(0) =0o(1).

Portanto a curva £ ! % y * £ € livremente homotdpica 4 o, a conclusdo da prova segue do

fato que a curva £ %~y x £ € livremente homot6pica a 7.

Para o caso que as curvas y € o possuem 0s mesmos extremos notamos que pela Propo-
si¢do B.7 mais o fato que p(y) = p(o) garantem que podemos tomar os levantamento
~ e ¢ de forma que estes tenham os mesmos extremos. Entdo um argumento similar ao

utilizado anteriormente garante que v = o.

4. Sejak = Zy = {0,1} e Ty € X tal que o = p(7p), entdo tome 7; em X tal que

p~(zo) = {To, 71 }. Tome & um caminho continuo ligando T e T, assim definimos

N T, se k =1,
’Y:
ez,, sek=0.

Logo utilizando o item 2 temos que v = p o 7 satisfaz o desejado.
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Uma consequéncia imediata dessa Proposicao € que o 2-indice ;+ define um isomorfismo
entre o grupo fundamental de X e o grupo Z,, mais especificamente.

Coroléario B.13. Dado zy € X temos que o 2-indice i : I1(X) — Zsy descende a um aplicagdo

e 7T1(X,.270) — ZQ
(V] = ().

Ainda mais, a aplicagdo 1i é um isomorfismo de grupos.
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